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Ǖរមភកថ 
 

េនះ្រគនែ់តជជំនួយដល់អនកសិកǜគណិតវទិយថន កទ់ី១២ ប៉ុែន្តǏពុំែមនជឯកǒរេពញេលញ 
ស្រមបក់មមវធិីសិកǜថន កទ់ី១២ទងំមូលេនះេទ។ 

កនុងជំពូកនីមយួៗៃនេមេរៀនេយើងបនែចកǏជពីរែផនក 
ែផនកទី I: សេងខបេមេរៀនេដើមបឲីយអនកសិកǜចងចនូំវអ្វីែដលេរៀនរចួជនិយមនយ័ និង្រទសឹ្តីបទ  

  សំខន់ៗ ស្រមបេ់ធ្វើលំǓត។់ 
ែផនកទី II: លំǓតគ់ំរូ 

 េយើងបនបញចូ លវធិីǒ្រស្តមូលƽ្ឋ នស្រមបេ់ធ្វើលំǓតង់យៗេទǂមលំƽបទ់្រមងជ់ 
ករពនយល់េដើមបអីនុវត្តន។៍ 
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 េ្រកយេពលេធ្វើដំេǁះ្រǒយេលើ្រកƽស្រពងរចួ ្រតូវចម្លងេƽយហមតច់តេ់លើ្រកƽស 
ǒ្អ តេƽយសរេសរឲយមនរេបៀបេរៀបរយចបស់ព្វ្រគប ់ េទើបេផទȣងផទ តជ់មយួចេម្លើយ
ែដលមន។ េធ្វើែបបេនះអនកនឹងទទួលេជគជយ័េហើយǕចបនចេម្លើយែដលល្អជង និង
ខ្លី ជងចេម្លើយែដលមនកនុងគំរូេទេទៀត។ 

េដើមបឲីយេសៀវេភេនះកនែ់តល្អ្របេសើរ េយើងខញុ ំរងច់ទំទួលកររះិគន ់ និងែកលម្អបែនថមអំពី 
េǎក្រគូ អនក្រគូ និងអនកសិកǜទងំǔយេƽយក្តីេǒមនសƞរកីǍយបំផុត។ 

 
        ្រកុមអនកេរៀបេរៀង 
 
 
 
 
 
 
 



វធិǒី្រស្តស្រមបេ់ƽះ្រǒយវញិញ ǒគណិតវទិយ 
 

I. េផ្តើមៃនវញិញ ǒ 
 Ǖនេƽយយកចិត្តទុកƽក ់និងយឺតៗនូវវញិញ ǒទងំមូល។ 
 កំណតេ់ពលេវǎអតិបរមែដលអនក្រតូវេ្របើស្រមបេ់ƽះ្រǒយ សរេសរចូល និង 

េមើលេឡើងវញិរមួជមយួអ្រǂពិនទុេនកនុងវញិញ ǒ។ 
 េយើង្រតូវចបេ់ផ្តើមជមយួលំǓតǁ់ែដលអនកយល់ថងយ។ 

 
II. េពលេធ្វើវញិញ ǒ 

 ǒកលបងេƽះ្រǒយកនុង្រកƽស្រពង។ េ្រកយេពលេƽះ្រǒយចប ់ ចម្លងចូល 
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េបើយល់ថ្រតឹម្រតូវេហើយបន្តចម្លងេƽយផចិតផចងជ់ពិេសសចេម្លើយៃនǍល់សំណួរ
មុនែដលǕចជួយ អនកឲយេƽះ្រǒយសំណួរបន្ត។ 

 េបើអនក្របទះនឹងសំណួរǁែដលមនិǕចេƽះ្រǒយបន្រតូវរកǜ្រកƽសសកនុង 
្រកƽសកិចចករ និងបន្តេƽះ្រǒយសំណួរបនទ បៃ់នលំǓតេ់ƽយអនុមត័លទធផល 
ផ្តល់ពីខងេលើ។ 

 សូមកុំេភ្លចថǍល់ចេម្លើយ្រតូវែតមនករពនយល់។ 
 

III. ករេរៀបច្ំរកƽសកចិចករ 
 សរេសរចេម្លើយǂមសំណួរនីមយួៗេƽយបង្ហ ញលទធផលែដលទទួលបន

ឲយចបស់ǎស់ និងេគរពǂមករកំណតស់រេសររបស់វញិញ ǒ។ 
 សរេសរឲយបនចបស់ េជៀសǏងករេមើលមនិយល់។ 
 ករសង្់រកប្រតូវេគរពǂមឯកǂែដលបនកំណត។់ េគមនិ្រតូវេភ្លចថបនទ តប់ះ៉ 

Ǖចជួយ ឲយគូរ្រកបបនល្អ។ 
 រូបធរណីម្រត្រតូវេǮចំណុចចបំចែ់ដលមនេនកនុងស្រមយបំភ្លរឺបស់អនក។ 
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លីមីតនៃអៃគុមៃ ៍
I.មមម ៀៃសមខេប 

 1.ប្រមាណវិធីមលលីមីតី 
ប ើ    lim f x

x a
 L  0L   0L   0   0            

ប ើ  lim g x
x a

 0M 
 

0       0            

ប ោះ     lim x xf g



x a

 L M
 L       0      ?      

ប ោះ     lim x xf g



x a

 L M
  L       0  ?    ?  

ប ោះ     lim x xf g



x a

 L M
 

0    ?   0            

ប ោះ  

 
lim

x

g x

f

x a
 L

M
   0  0   ?   ?   ?   ?   

      កំណតស់ម្គា ល ់: រាងមនិកណំតគ់ឺ :
0

; 0 ; ;
0


 


   

2.  លីមតីនៃអៃគុមៃប៍ណ្តា ក ់
      និយមនយ័ : បយើងម្គន u  ជាអនុគមនក៍ំណតប់លើ 

     I  និង g  ជាអនុគមនក៍ំណតប់លើ  u I ។ 

      អនុគមន ៍ណ្តា ក់ននu បោយ g បគសរបសរ g uជាអនគុមនក៍ណំតប់លើ I បោយ      g u x g u x  ។  

      ប ើ u  និង g  ជាអនគុមនដ៍ែលម្គន  lim
x

u x





  និង  lim
x

g x





  ប ោះ   lim
x

g u x





  ។   

3.  លីមតីតាមកា មប្រៀបមធៀប      
 ប ើ    f x g x  និង ប ើ  lim

x
g x


   ប ោះ  lim

x
f x


    

 ប ើ    f x g x  និង ប ើ  lim
x

g x


   ប ោះ  lim
x

f x


   

 ប ើ      h x f x g x   និង ប ើ  lim
x

h x L


  និង  lim
x

g x L


  ប ោះ 

 lim
x

f x L


   

 ប ើ    f x L g x   និង ប ើ  lim 0
x

g x


  ប ោះ  lim
x

f x L


   
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កណំតស់ម្គា ល ់: បគអាច កស្រាយែូចគ្នា កាលណ្ត x  ឬ កាលណ្ត x a  (a  ជាចំនួនពតិ)  

  4. លមីីតនៃអៃគុមៃជ៍បួប្រទះញឹកញាប ់

      លីមីតត្តង ់+∞   :   1
lim lim ; lim 0

  
 

  
    n

n    x     x x
x  ; x     

x
  

 

       លីមីតត្តង ់𝟎      :     𝒏 ជាចនំួនគតរ់ឡឺាទី វជិ្ជម្គន និងគ ូ 
0

0

1
lim   
x

x






 
n

x
    

                                  𝒏 ជាចំនួនគតរ់ឡឺាទ ីវជិ្ជម្គន នងិបសស 
0

0

1
lim   
x

x






 
n

x
   

                                  𝒏 ជាចំនួនគតរ់ឡឺាទ ីវជិ្ជម្គន នងិបសស 
0

0

1
lim
x

x






 
n

x
  

   5. លីមីតនៃអៃគុមៃប៍្ីមកាណមាប្ត 

 
0 0

lim 1        ; li
sin 1 cos

m 0
x x

 
 



x x
    

x x
  

   6. លមីីតនៃអៃគុមៃអ៍ុ៊ិចសបណូខស់្សែល  

 lim





 x

    x
e    ;      lim 0      ;     lim  

 


 
  

x
x

    x     x

e
e  

x
   

            ប ើ  0n      ប ោះ lim





 
x

n    x

e

x
    និង   lim 0




n

x    x

x

e
    

  7. លមីីតនៃអៃគុមៃម៍ោកា ីតមៃស្ែ  

        lim ln x





 
    x

      ;   
0

lim ln x 


 
    x

     ;   
l

lim 0
n x

x


    x
 

          
0

im 0lnl x x



 x

      ;       
0

ln
lim
x

x

x
    

        ប ើ 0n      ប ោះ     
0

lim 0 ;
ln

ll m 0ni
x

x x
x  

 n

n    x     x
            

II.លំហាតគ់ំ  ូ 
   កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត។់ 
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1.  
2

2

2 3

1

x x
f x

x

 



      ;  គណ   lim f x

    x

   

      ចបមលើយ     

a. ចំប ោះត្គ  ់ 0x  ;  

2

2 2 2

2
2

22

1 3 1 32 2
2 3

111
11

f

 
         

  
 

 

x
x x x x x xx
x

x
xx

     

b. បគបាន 1
lim 0




    x x
  ;  

2

1
lim 0




     x x
     

                ែូបចាោះ 
2

1 3
lim 2 2



 
   

 x x x
      និង  

2

1
lim 1 1



 
  

 x x
     

                វបិាក  lim 2



    x

f x         

2.  
 

2

1

1

x
xf

x





   

           គណ    lim
    x

f x  ;    
1

lim ; lim
     x    x

f x           f x     

           ចបមលើយ 

            ក.  
 

2 2
2

2

1
1

1 1
lim lim

2 11
lim lim

21 1

f
      

 
       

      
 

    x     x     x     x

x
x x x

x
x xx x

x x

 

             1
lim 0



 
  

     x x
     

            ខ.   
 

2 2
2

2

1
1

1 1
lim lim

2 11
lim lim

21 1

f
      

 
       

      
 

    x     x     x     x

x
x x x

x
x xx x

x x

    

                                   1
lim 0



 
  

     x x
        

            គ.    
 

21 1

1
limlim

1
f

 




   x    x

x
x

x
         

                   
1

lim 1 2


 
   x

x    និង   
2

1
lim 1 0


 
    x 

x    បោយ  
2

1 0 x   ចំប ោះ  0  x     
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         ែូបចាោះ   
1

lim f 


 
   x

x               

    3.គណ លីមីតខាងបត្កាម   : 

          ក. 
1

1
m

1
li




x

x

x
         ;         ខ. 

32

2
im

2

8
l


 

x

x

x
         ;         គ.

0

1
li

1
m

sin x

  

x

x x     

             ចបមលើយ     

ក. 
  
     1 1 1 1

1 11 1 1 1

1 211
lim lim li

1
lim

1 1
m

   

  
   

    x x x x

x xx x
     

x xx x x x
           

ខ. 
32

2
im

2

8
l


 

x

x

x
          

      បយើងែឹងថា   3 3 2 2    a b a b a ab b      
      ែូបចាោះ   3 28 2 2 4    x x x x     

      តាង  
  

   3 2

2 2 2 22 2

8 2 2 4 2 2
f x

    
 

     

x xx
 

x x x x x
    

                
   2

2 4

2 2 4 2 2

 


    

x

x x x x
        

                                         
   2

2

2 2 4 2 2




    

x

x x x x
   

             
  2

1

2 4 2 2


   x x x
      

     
  3 22 2

lim l
2 2 1 1

8 482 4
im

2 2 

 
 

    x x

x

x x x x
                       

 គ. 
0

1
li

1
m

sin x

  

x

x x    

     តាង  
  

 

1 1

sin s

1 11 1

1 1in x
f

x

       
 

  

x x x xx x  
x

x x
    

                
 

2

   1 1sin xx

x

x


    1 1sin

2

x
 

  

x
  

x x
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      
 0 0

2
lim l

s 1 1
im

in
f

x 

 
  
   
 

x x

x
x   

x x
        

                  
 0 0

lim lim
2

1sin 1x 
 

  x x

x
    

x x
     ;  

0 0

sin
lim lim

sin
1

x

x 

 
  

 x x

x

x
    

                   1           

           4. គណ   2 24lim 1 1


  
    x

x x      

  បយើងប ើញ  24lim 1     





  
    x

x ;  2lim 1





   
    x

x         

ជារាងមនិកំណត ់     
x    បយើងឧ ម្គ 1x    

2 2

2 2

1 1
4 1 4 4

 
     

 
x x x

x x
     

បោយ 1x   ; x x   និង 2

2

1
4 1 4  x x

x
    

ែូចគ្នា ដែរ 2 2

2 2 2

1 1 1
1 1 1 1

 
       

 
x x x x

x x x
    

ែូបចាោះ       2 2

2 2

1 1
4 1 1 4 1f        x x x   x  x

x x
            

                     
2 2

1 1
4 1

 
     

 
x   

x x
            

lim





 
    x

x     និង  
2 2

1 1
4 1 2 1 1lim



 
       

 
    x
   

x x
    

  វបិាក  lim
x

x 


  f    

         5.កំណតល់មីីតត្តង ់ 1   ននអនុគមន ៍ f   កំណតប់លើ  1, 1     បោយ     2

3 1

1
f






x
x

x
   

 ក.    2

1 1
  3 1 4lim lim 1 0

 
    

   x     x
x  ; x   

    ខ.សិកាសញ្ញា  នន 2 1x  បោយបត្ ើតារាងខាងបត្កាម 

             𝒙         − ∞            − 𝟏        𝟏              +∞  
            𝒙𝟐 − 𝟏                 +           𝟎     −     𝟎       +  
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    គ.  2

   1

   1

li  m  1 0
x

x







 x     និង   2

    1

    1

li  0m 1
x

x







 x    

                     វបិាក  
    1

    1

lim
x

x






  f x      និង     
    1

    1

lim
x

x






  f x     

       6.  បគម្គនអនុគមន ៍  
3 2 1

1

x x x
f x

x

  



  

 គណ  

 ក.  lim
x

f x


        ខ.  lim
x

f x


        គ.  
1

lim
x

f x


  

 ចបមលើយ 

 ក.  
3

2lim lim lim
x x x

x
f x x

x  
     

 ខ.  
3

2lim lim lim
x x x

x
f x x

x  
     

 គ.  3 2

1
lim 1 0
x

x x x


     និង  
1

lim 1 0
x

x


    

     លីមតីបនោះម្គនរាងមិនកណំត ់ 0
0
  

     
      223 2 1 11 11

1 1 1

x xx x xx x x
f x

x x x

     
  

  
  

     ែូបចាោះ    2

1 1
lim lim 1 2
x x

f x x
 

     

       7.  បគម្គនអនុគន ៍  
 3 2

2

3 1 3 3

4 3

x x a x a
f x

x x

    


 
 (a  ជាចនំួនពិតដែលឲ្យ) 

 ក.  lim
x

f x


     ខ.  lim
x

f x


    គ.  
3

lim
x

f x


     .  
1

lim
x

f x


 

 ចបមលើយ 

 ក.  
3

2
lim lim lim
x x x

x
f x x

x  
     

 ខ.  
3

2
lim lim lim
x x x

x
f x x

x  
     
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 គ. តាង  
 

 

N x
f x

D x
  ដែល    3 23 1 3 3N x x x a x a        

            2 4 3D x x x     

       
3

lim 0
x

N x


  និង  
3

lim 0
x

D x


   ;  លីមីតបនោះម្គនរាងមិនកំណត ់ 0
0
  

                  2 23 1 3 1 3 1 3N x x x a x a x x a x             

       23 1x x a      

          3 1D x x x     

       
  
  

2 2

3 3 3

3 1 1 8
lim lim lim

3 1 1 2x x x

x x a x a a
f x

x x x  

     
  

  
  

  .  2

1
lim 1
x

x a a


    និង  
1

lim 1 0
x

x


    

        
1

lim
x

f x


 ម្គនសញ្ញា អាស្រស័យបៅសញ្ញា នន a  និង 1x   

 ប ើ 0a    
2

1 1

1
lim lim

1x x

x a
f x

x  

 
  


  

    
2

1 1

1
lim lim

1x x

x a
f x

x  

 
  


  

 ប ើ 0a    
2

1 1

1
lim lim

1x x

x a
f x

x  

 
  


  

    
2

1 1

1
lim lim

1x x

x a
f x

x  

 
  


 

 ប ើ 0a      
2

1 1 1

1
lim lim lim 1 2

1x x x

x
f x x

x  


   


  

8. បគម្គនអនគុមន ៍  
3 2 2 5x x x

f x
x x

  



 កំណតប់លើ (0, )   

    ក.  ង្ហា ញថា ចំប ោះ 5

2
x   បគបាន   

3x
f x

x x



  

    ខ. គណ  
3

lim
x

x

x x 
  

    គ. ទាញយកតនមលនន  lim
x

f x

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      ចបមលើយ 

      ក. ប ើ 5

2
x   បគបាន 2 5 0x   និង  2 2 5 0x x    

                (បត្ ោះ 2 0x   និង 2 5 0x   ) ែូបចាោះ 3 32 2 5x x x x      

      បោយ 
3 32 2 5

0,
x x x x

x x
x x x x

  
  

 
  

      ខ. ចំប ោះ 
3 3 25

;
12

11

x x x
x

x x x
x

xx

  
   
 

 , 2lim
x

x


   និង  

      1
lim 1 1
x x

 
  

 
   ែូបចាោះ 

3 2

lim lim
1

1
x x

x x

x x

x

 
  

 

  

     គ. បយើងប ើងថាចំប ោះ 5

2
x   ,  

2x
f x

x x



  

        បោយ 
3

lim
x

x

x x
 


 បយើងអាចទាញបានថា  lim

x
f x


         

       9.  លំហាតគ់រំូ  

 ក. គណ  
0

sin5
lim

5

x

xx
       បយើងតាង 5X x   

     បគបាន 
0

sin
1lim

X

X


X
   ែូបចាោះ  

0

sin5
lim 1

5

x

x


x
      

           ខ. គណ   
4 4

2sin 2sin

lim l
4 4

4

im

4

x x

x x

 

  


   

    
   

   
    

   

π π
x x

    

               តាង  ;   
4

X x 
π  

4

π

x    ប ោះ 0X     

              ែូបចាោះ 
0

4

2sin
sin

lim l
4

2 2 1 2

4

im

x

X

X

x


 


 
 

        
 

 
 

π X
x
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         គ.គណ  
  

  0 0

5 5

5 5

2sin52sin5
lim lim

5 5 5 5

x

x x x

xx

 

  


    



x x

 

   
      

               
  

0

52s 5
lim

in5x



  


         x

  x  
 

x
       

                 
0 0

sin5
lim(10 ) 5 5

5
lim

x

x
x

x 
    

x
  10 2 5 20 5         

         .គណ  
3

3 cos
li

n

3

m
six x






π

x

 

π
x

    

            បយើងបាន  3 1
3 cos sin 2 cos sin

2 2
x x x x

 
    

 

 
  2 sin cos cos sin

3 3
x x

 
  

 

π π
        

                           2sin 2sin
3 3

x x
   

       
   

π π
         

            
3 3

sin
3 cos s

lim lim
in 3

33

2

x
x x

xx
 

 
 
  

 
   

 
 




 

 

π π
x x

π

   
       

ππ
  

             តាង ;
3 3

X x x
 

    នាំឲ្យ   0X     

              ែូបចាោះ 
0 0

3

sin sin
lim lim 2li

3 cos sin
2 2

3

m
Xx x

x

X

X X  


  
     

    







π X          X
x

 
                                      

          10. លំហាតគ់ំរ ូ

               ក.គណ  
0

cos2
lim

2

1x

x



x
      បយើងតាង 2X x       

               
0 0 0

lim li
1 cosc

m lim
os 1 1 cos

0
XX X

X X X  

  
   

X X X
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               ខ.គណ  
2

cos
2

2

lim

1x

x





 
  

 

 
 

 

π
x

  

                 បយើងតាង 
2

X x


     ;  ប ើ 
2

x


      ឲំ្យ 0X     

                  ែូបចាោះ 
0 0

2

cos 1
cos 1 1 cos

lim lim l
2

0i

2

m

x
X X

X X
x

 


 
        

 
 

 

π X X
x

π

π
                     

             គ. គណ  
 

  

 

2

0 0

cos
lim lim

cos 1 cos 11

cos 1 cos 1

xx x

x x x x 

 


 x x
   

                cos 1 0x   ឬ cos 1x      ឬ 2 ,x k k      

     បយើងបាន 
 

 2

0 0 0

cos 1c 1
0

cos 1

os 1 cos
lim lim lim

x

x

x x

x xx  

 
   

x x x
         

        11.គណ លីមីតននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម 

 ក. 
2

2

sin 1
lim

1 sinx

x

x





       ខ. 

0

2 tan sin
lim
x

x x

x

   

 ចបមលើយ 

 ក. តាង  
2sin 1

1 sin

x
f x

x





    ត្តង ់

2


  បយើងប ើញម្គនរាងមិនកំណត ់ 0

0
  

    បយើងបាន  
  2 sin 1 sin 1sin 1

1 sin 1 sin

x xx
f x

x x

 
 

 
 

    
  

 
2 2 2

sin 1 sin 1
lim lim lim sin 1

sin 1x x x

x x
f x x

x  
  

 
  


  

    ែូបចាោះ  
2

lim 2
x

f x




    

 ខ. តាង  
2 tan sinx x

f x
x


  ,   ត្តង ់0  បយើងប ើញម្គនរាងមិនកំណត ់ 0

0
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      
2 tanx sin x

f x
x x

   , 
0 0

sin tan
lim lim 1
x x

x x

x x 
    

     ែូបចាោះ  
0

lim 2 1 3
x

f x


     

       12. បគម្គនអនុគមន ៍   2 sinf x x x x   កំណតប់លើ  ។ 

 ក. បគកតស់ម្គា លប់ ើញថាចំប ោះត្គ  ់ , 1 sin 1x x     , រកអនុគមន ៍  g x  ដែលត្គ  ់ 

    0,x f x g x   ។ ទាញយក  lim
x

f x


 ។ 

 ខ. រកអនគុមន ៍  h x  ដែលត្គ  ់    0,x f x h x   ។ ទាញយក  lim
x

f x


 ។ 

 ចបមលើយ 

 ក. បយើងបាន   2 sinf x x x x    

     ចំប ោះត្គ  ់ : 1 sin 1x x      

         1 sin 1x      

     ប ើ 0x   បគបាន :  sinx x x x      

         2 2 sin 2x x x x x x x       

            3x f x x    

     ែូបចាោះ  g x  ដែលត្តូវរកគឺ  g x x   

      lim lim
x x

g x x
 

    , បយើងទាញបាន  lim
x

f x


    

 ខ. ប ើ 0x   បគបាន 1 sin 1x    បោយគុណ x  ដែលវជិ្ជម្គនបគបាន : 

     sinx x x x     ឬ 2 2 sin 2x x x x x x x     ឬ 3 2 sinx x x x x     

     ែូបចាោះ  h x  ដែលត្តូវរកគឺ  h x x   

      lim lim
x x

h x x
 

    បយើងទាញបាន  lim
x

f x


    

       13. បគម្គនអនុគមន ៍   2 1
sinf x x

x
  កំណតប់លើ *  ។ បោយកតស់ម្គា លប់ ើញចំប ោះត្គ  ់ x  មិនសូនយ 

 1
sin 1

x
  ។    គណ   

0
lim
x

f x


 ។ 
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          ចបមលើយ 

 ប ើ 1
0, sin 1x

x
    ែូបចាោះ  2 21

sinx x
x
   

 បោយ 2

0
lim 0
x

x


  បយើងបាន :  
0

lim 0
x

f x


   

       14.លំហាតគ់ំរ ូ

              គណ លីមីតខាងបត្កាម :               

a.  2 lnlim xx



     x

                b.  2  im lnl x x



    x 

                                                                     

               c.    
0

ln
lim

x

x

 
 
   x

                         d.  
3

2
 

ln
lim

x

x     x
                

       ចបមលើយ 

a. តាង   2 lnxf x x      

     2lim x





 
     x

 និង lim ln x





 
     x

       

 ែូបចាោះ   lim f x





 
     x

         

b. តាង   2 lnxf x x       
2lim





 

     x
x    និង  lim ln x





  

     x
        

  វាម្គនរាងមិនកំណត់    

                           2 2

2
ln 1

ln x
x

x
f x x x

 
    

 
     

    2 2

2
l

ln
lim lim limn . 1x

x
x x

x    

 
   

     x     x    x
  

         
2

ln
lim1 0

x

x




 
     

     x
       = +                            

c. តាង  
ln

f
x

x
x

       កំណតប់លើ (0, )     

   
0 0 0 0 0

lim lim lim
1

lim ln lim
1

lnf x f x x
x x

x
       

 
     

 x   x   x   x   x
     

           
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d. តាង  
 

3

2

ln
f

x
x

x
      កំណតប់លើ (0, )     

 
3

lim ln x



    x

       និង  2lim x


 
    x

  

វាម្គនរាងមិនកណំត ់ 


   

បែើបមបើគណ លីមីតបនោះបយើងតាង   
3

2x X  ែូបចាោះ
2

3X x   និង lim X


 
     x

  

                   

3

2

3
3

3 3

2 33

2

3
ln

3

2

ln
l2 n

XX
X

x
X

f
X

X

 


 
 

          
    

 



 



          

        
3 3

2
lim

3

ln
lim

x

X
xf

X 

   
    

       X
   ដត l

im 0
n

l
X

X


     X
  

                   ែូបចាោះ   0lim f x



     x

    

   15. បគម្គនអនគុន ៍ f  កំណតប់លើ (1, )  បោយ  
3 1

ln
1

x
f x

x

 
  

 
 ។ 

        គណ   
1

lim
x

f x


 និង  lim
x

f x


 ។ 
        ចបមលើយ 

        បយើងតាង     lnf x u x  ដែល  u x  កំណតប់លើ (1, )  បោយ  
3 1

1

x
u x

x





  

        បយើងបាន  
1

lim 3 1 4
x

x


   និង  
1
1

lim 1 0
x

x
x






     ែូបចាោះ  

1
lim
x

u x


    

         វបិាក      
1 1

lim limln
x x

f x u x
 

     

         ចំប ោះត្គ  ់ x  នន (1, )  បយើងបាន  

1
3

1
1

x
x

u x

x
x

 
 

 
 
 

 

  

         

1 13 3

lim lim lim 3
11

11
x x x

x
x xu x

x
xx

  

 
  

   
 

 
 

    

         ែូបចាោះ     lim lim ln ln3
x x

f x u x
 

    
   16. គណ លមីីតននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម : 
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 ក. 1
lim ln

2x

x

x

 
 

 
 ;  1

lim ln
2x

x

x

 
 

 
 ;  

2
2

1
lim ln

2
x

x

x

x



 
 

 
 ;  

1
1

1
lim ln

2
x

x

x

x



 
 

 
  

 ខ.  
0

lim 1 ln
x

x x


  ;   lim 1 ln
x

x x


  

 គ. 
0

2ln 1
lim

2x

x

x

   ;   2ln 1
lim

2x

x

x

   

 ចបមលើយ  

 ក.តាង  
1

ln
2

x
f x

x

 
  

 
  

  1
lim 1

2x

x

x

 
 

 
 បយើងបាន  lim 0

x
f x


   

   1
lim 1

2x

x

x

 
 

 
 បយើងបាន  lim 0

x
f x


  

   
2
2

1
lim

2
x

x

x

x



 
  

 
 បយើងបាន  

2
2

lim
x

x
f x




    

      
1
1

1
lim 0

2
x

x

x

x






 
 

 
 បយើងបាន  

1
1

lim
x

x
f x




 

   
 ខ. តាង     1 lnf x x x    
   

0
lim 1 1
x

x


    ,  
0

limln
x

x


   បយើងបាន  
0

lim
x

f x


    
   lim 1

x
x


    ,  lim ln

x
x


   បយើងបាន  lim

x
f x


   

 គ. តាង  
2ln 1

2

x
f x

x


   

   
0

lim 2ln 1
x

x


    ,  
0
0

lim2 0
x

x
x






  បយើងបាន  

0
lim
x

f x


    

   
2ln 1 2ln 1 ln 1

2 2 2 2

x x x
f x

x x x x x


       

  ln
lim 0
x

x

x
  និង 1

lim 0
2x x

  បយើងបាន  lim 0
x

f x


   

     17.លំហាតគ់ំរ ូ

       a.  lim 1
x

e x


 x
                            b.  

2
lim

e

x

x

     x
    

       c.    
0

lim
e e

x





x x

x
                             d.  1

lim
x

x

     x

e      

        ចបមលើយ  
        a. តាង   1xxf   x

e    
       ;lim lim 1

 
 

 
     x

     x      x
e            x   

         វាម្គនរាងមិនកំណត ់∞ − ∞ 
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         
1

1 1
x

x
e

f e x
e

e
 

      
 

x x

x x
  

        1
1

lim lim
x

f x e
e e  

 
   

 

x

x x     x      x
lim lim

1
1

x
e

e e  

 
    

 

x

x x     x      x
      

      lim 0
x

e


x     x
    ; l

1
0im

e


x     x
 ; lim li1 m

1
1 ;

x
e

e e 


 

 
    

 

x

x x     x      x
                  

         ែូបចាោះ   lim f x





 
     x

    

     b.
2

lim
e

x

x

     x
     តាង   2 2

1
 

e
x

x
f e

x
  

x
x    ដត  0lim e


x

     x
    និង 

2
im 0l

1
 
x


     x

   

          ែូបចាោះ   0lim f x



     x

   

     c.តាង  
xxe

x
x

e
f


    

          
0 0 0 0

lim lim lim lim
1x xe

f x
e

e e
x x



   


   

x x

 x x x x
    

        
0

lim 2x x

x
e e


     និង  

0

0

1
lim
x

x
x






     បយើងបាន   
0

0

lim
x

x

f x 




       

        
0

lim 2x x

x
e e


     និង  

0

0

lim
1

x

x
x






      បយើងបាន  
0

0

lim
x

x

f x 




       

     d.តាង  
1 1e e

x
x x

f
x


  

x x

     lim lim lim
1e

f x
x x    

 
   

 

x

   x    x    x
 

        ដត lim
x

e

x



 

x

   និង 1
lim 0
x x

 
  
 

 បយើងបាន  lim f x





 
     x

   

   18. គណ លមីីតននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម: 

       ក. 
1

0
lim x

x
e


  ;  ខ. 

1

lim x

x
e


  ;   គ.  3lim x

x
xe x


   

        ចបមលើយ 

        ក. បយើងតាង    
1

u xxf x e e   ដែល  
1

u x
x

    

  
0 0
0 0

1
lim lim

x x
x x

u x
x

 
 

    បគបាន lim 0X

X
e


   
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 ែូបចាោះ    

0 0
0 0

lim lim 0
x x

u x

x x
f x e

 
 

    

  
0 0
0 0

1
lim lim

x x
x x

u x
x

 
 

    និង lim X

X
e


    

 ែូបចាោះ    

0 0
0 0

lim lim
x x

u x

x x
f x e

 
 

     

        ខ.  
1

lim lim 0
x x

u x
x 

   បោយ 0

0
lim 1X

X
e e


    

  ែូបចាោះ    
lim lim 1

u x

x x
f x e

 
    

        គ. បយើងតាង   3xf x xe x    

  កាលណ្ត x  ,  f x  ម្គនរាងមិនកណំត ់   

  ចំប ោះត្គ  ់ 0x   ,   3

2
1

xe
f x x

x

 
  

 
 បោយ 

2
lim

x

x

e

x
   ប ោះបយើងបាន 

  
2

lim 1
x

x

e

x

 
   

 
 បលើសពីបនោះបៅបទៀត 3lim

x
x


   បយើងអាចទាញបានតាមលីមតីនន 

     ្លគណុ ,  lim
x

f x


   ។ 

 19. កំណតល់ីមីតននអនគុមនខ៍ាងបត្កាម 

      ក.  lim ln 1 x

x
e



 
    ,  ខ.  lim ln 1 x

x
e



 
    ,  គ.  

0
lim lnx

x
e x


  ,  .  lim lnx

x
e x


  

      ចបមលើយ 

      ក.  lim 1 1x

x
e


   បយើងបាន  lim ln 1 0x

x
e



  
    

      ខ.  lim 1 x

x
e


     បយើងបាន  lim ln 1 x

x
e



   
   

       គ. 
0 0

limln , lim 1x

x x
x e

 
    បយើងបាន  

0
lim lnx

x
e x


   

        . lim ln , lim x

x x
x e

 
     បយើងបាន  lim lnx

x
e x


    
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មេ ីមេ ៃ៊ិខ ប្ែីមីទីេនៃអៃគុមៃ ៍
 

I.មមម ៀៃសមខេប 

  1.មេ ីមេនៃអៃគុមៃ ៍
    a.រូ មនាបលើបែរបីវ   

ដែនកណំតន់នអនុគមន ៍ 𝑓(𝑥) 𝑓′(𝑥) 
 
 

𝐷𝑓 = 𝐷𝑓′ = ℝ 
 

𝑎  0 
𝑎𝑥 + 𝑏 𝑎 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 2𝑎𝑥 + 𝑏 
𝑥𝑛  (𝑛 ∈ ℝ) 𝑛𝑥𝑛−1 

𝐷𝑓 = 𝐷𝑓′ = ℝ∗ 1

𝑥
 −

1

𝑥2
 

𝐷𝑓 = (0,+∞)  និង  𝐷𝑓′ = (0,+∞) 
 

√𝑥 1

2√𝑥
 

លកខខណឌ  
 

អនុគមន ៍ អនុគមនម៍្គនបែរបីវកំណត់
បលើចប ល ោះ 𝐼 

អនុគមន ៍𝑢 និង 𝑣 ម្គនបែរបីវ 
បៅបលើចប ល ោះ 𝐼 និង λ ចំនួនបេរ 

 

𝑢 + 𝑣 𝑢′ + 𝑣′ 
𝑢. 𝑣 𝑢′. 𝑣 + 𝑢. 𝑣′ 
λ. 𝑢 λ. 𝑢′ 

អនុគមន ៍𝑢 និង 𝑣 ម្គនបែរបីវ 
បៅបលើចប ល ោះ 𝐼 និង 𝑣 ≠ 0 បលើ 𝐼 

 

1

𝑣
 −

𝑣′

𝑣2
 

𝑢

𝑣
 𝑢′. 𝑣 − 𝑢. 𝑣′

𝑣2
 

អនុគមន ៍ណ្តា ក:់ 𝑢 ម្គនបែរបីវបលើ 𝐼, 
𝑣 ម្គនបែរបីវបលើ 𝑢(𝐼) 

𝑣 ∘  𝑢 
 

(𝑣′ ∘ 𝑢) × 𝑢′   

𝑢   ម្គនបែរបីវបលើ 𝐼 , 𝑢 > 0 បលើ 𝐼 
 

√𝑢 𝑢′

2√𝑢
 

 𝑢𝑛  (𝑛 ∈ ℝ) 𝑛𝑢𝑛−1. 𝑢′ 
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 b.បែរបីវ ននអនុគមនត៍្តីបកាណម្គត្ត 

ដែនកណំត ់ 𝑓(𝑥) 𝑓′(𝑥) 

𝐷𝑓 = 𝐷𝑓′ = ℝ 
 

cos x   sin x   
sin x   cos x   

𝐷𝑓 = 𝐷𝑓′ = ℝ − {
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ} tan x   2

2

1
1 tan

cos
x

x
    

𝐷𝑓 = 𝐷𝑓′ = ℝ − {𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ} cot x    2

2

1
1 cot

sin
x

x
     

 sinu   cosu u   
 cosu   sinu u   
 tanu    2

2
1 tan

cos

u
u u

u


     

 cotu   
  2

2
1 cot

sin

u
u u

u


      

 

ប ើ  f x  ម្គនបែរបីវ នា  ទ  រ់ហតូែលល់ំោ  ់n  បយើងកំណតត់ាងបោយ  ( )nf x  ដែល 
       1n n

f x f x
  

 
 ។ 

C.បែរបីវ ននអនគុមនអ៍ុិចសបូណងដ់សយល នងិ បោការតីបនដព 

ដែនកណំត ់ 𝑓(𝑥) 𝑓′(𝑥) 
𝐷𝑓 = 𝐷𝑓′ = ℝ 𝑒𝑥 𝑒𝑥 

 𝑒𝑢 𝑢′𝑒𝑢 
𝐷𝑓 =]0,+∞[ 

ln x  1

𝑥
 

 lnu  𝑢′

𝑢
 

 

d. អនុវតានន៍នបែរបីវ 

 បលបឿនននចល មួយបៅខណ t  គឺ    
ds

v t s t
dt

   ដែល  s t  ជាចមំ្គា យចរបៅខណ t  ។ 

 សំទុោះននចល មួយបៅខណ t  គឺ    
dv

a t v t
dt

  ដែល  v t  ជាបលបឿនននចល បៅខណ t  ។ 
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    2.ប្ែីមទីីេនៃអៃគុមៃ ៍
      a.ត្ពីមីទីវននអនុគមនជ៍្ួ ត្ ទោះញឹកញា  ់( k  ជាចំនួនបេរ) 

អនុគមន ៍𝑓(𝑥) ត្ពីមីទីវ 𝐹(𝑥) 
𝑓(𝑥) = 0 𝐹(𝑥) = 𝑘 
𝑓(𝑥) = 𝑎 𝐹(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑛 ≠ −1) 
𝐹(𝑥) =

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑘 

𝑓(𝑥) =
1

√𝑥
 𝐹(𝑥) = 2√𝑥 + 𝑘 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
 𝐹(𝑥) = −

1

𝑥
+ 𝑘 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥𝑛 
   (𝑛 ≥ 2) 𝐹(𝑥) = −

1

(𝑛 − 1)𝑥𝑛−1
+ 𝑘 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 𝐹(𝑥) = ln|𝑥| + 𝑘 

  sinf x x     cosF x x k     
  cosf x x     sinF x x k    
   0, cosa f x ax b    

   
1

sinF x ax b k
a

    

   0, sina f x ax b    
   

1
cosF x ax b k

a
     

  2

2

1
1 tan

cos
f x x

x
      tanF x x k   

 

  2

1
1 cot

sin
f x x

x
       cotF x x k     

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 𝐹(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑘 
  

 b.ត្ ម្គណវធីីបលើត្ពីមីទីវ  ( c  ជាចនំួនបេរ) 

អនុគមន ៍ ត្ពីមីទីវ 
𝑓 + 𝑔 𝐹 + 𝐺 + 𝑐 
𝜆𝑓 𝜆𝐹 + 𝑐 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 𝑢𝑣 + 𝑐 
𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
 

𝑢

𝑣
+ 𝑐 

(𝑣′ ∘ 𝑢) × 𝑢′ 𝑣 ∘ 𝑢 + 𝑐 
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𝑢𝑛𝑢′ 𝑢𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 

𝑢′

𝑢𝑛
 (𝑛 ≠ 1) −

1

(𝑛 − 1)𝑢𝑛−1
 

𝑢′

√𝑢
 2√𝑢 

II. លហំាតគ់ំ  ូ 
     កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសកិាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលំហាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត។់ 

     1.គណ បែរបីវននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម: 

ក. 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 4𝑥 + 2               ខ.𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)5 

គ.𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥2                         . 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + √1 + 𝑥2) 

ចបមលើយ 

ក. 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 4𝑥 + 2      បយើងបាន 𝑓′(𝑥) = 9𝑥2 − 4 

ខ. 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)5           បយើងតាង 𝑢 = 2𝑥 − 1 ឬ 𝑢′ = 2 

     𝑓(𝑥) = 𝑢5     ⇒    𝑓′(𝑥) = 5𝑢5−1. 𝑢′ = 5𝑢4 × 2 = 10𝑢4 
                         ឬ  𝑓′(𝑥) = 10(2𝑥 − 1)4  

គ.  𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥2  បយើងតាង 𝑢 = 1 + 𝑥2  ឬ  𝑢′ = 2𝑥 

     𝑓(𝑥) = √𝑢      ⇒   𝑓′(𝑥) =
𝑢′

2√𝑢
 

     𝑓(𝑥) = √1 + 𝑥2  បយើងបាន 𝑓′(𝑥) = 2𝑥

2√1+𝑥2
 = 𝑥

√1+𝑥2
 

 . 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + √1 + 𝑥2)    បយើងបត្ ើរូ មនា (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 

     𝑣 = 𝑥 + √1 + 𝑥2 ⇒ 𝑣′ = 1 +
2𝑥

2√1+𝑥2
= 1 +

𝑥

√1+𝑥2
 

     𝑓′(𝑥) = 1(𝑥 + √1 + 𝑥2) + 𝑥 (1 +
𝑥

√1+𝑥2
) 

              = (𝑥 + √1 + 𝑥2) +
𝑥(√1+𝑥2+𝑥)

√1+𝑥2
= (𝑥 + √1 + 𝑥2) (1 +

𝑥

√1+𝑥2
) 

    = (𝑥+√1+𝑥2)(√1+𝑥2+𝑥)

√1+𝑥2
 = (𝑥+√1+𝑥2)

2

√1+𝑥2
  

     2. គណ បែរបីវននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម: 

  ក.   2cosf x x                    ខ.    2cosg x x    
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  គ.    2 2cosh x x                 .    2 cos 3 1k x x x    

   ចបមលើយ 

  ក.   2cosf x x   ម្គនរាង 𝑢2(𝑥) បោយ   cosu x x    

      បគបាន (𝑢2)′ = 2𝑢𝑢′ 

          𝑓′(𝑥) = 2𝑢(𝑥). 𝑢′(𝑥) = 2(cos𝑥)(− sin𝑥) = −2sin 𝑥 cos𝑥 = −sin 2𝑥  

              ខ.    2cosg x x     ម្គនរាង     cos v x   បោយ 𝑣(𝑥) = 𝑥2 

         តាមបែរបីវននអនុគមន ៍ណ្តា ក់បយើងបាន 

                    2cos sin 2 2 sing x v x v x v x x x x
             

         

              គ.      
2 22 2 2cos cosh x x x g x                            

                  កាុងសំណួរ ខ បយើងបាន    22 sing x x x                   

                             2 2 22 2cos 2 sin 2 sin 2h x g x g x x x x x x       
 

                   

                .    2 cos 3 1k x x x      

                បយើងបត្ ើរូ មនា (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ និង  cos sinu u u      

                 𝑢 = 𝑥2   ⇒ 𝑢′ = 2𝑥    
      cos 3sin 3 1v u v x       

          22 cos 3 1 3sin 3 1f x x x x x           22 cos 3 1 3 sin 3 1x x x x      

      3.គណ  បែរបីវននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម 

  ក. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥               ខ. 𝑔(𝑥) = 10𝑥

𝑒𝑥+1
 

             គ.   1 2lnh x x x                   .   2

lnx x
k x

x


     

             ចបមលើយ 

             ក. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥   បយើងបាន 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − (1 ∙ 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥) = −𝑥𝑒𝑥 

             ខ. 𝑔(𝑥) = 10𝑥

𝑒𝑥+1
  ប ោះ 𝑔′(𝑥) = 10(𝑒𝑥+1)−10𝑥(𝑒𝑥)

(𝑒𝑥+1)2
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                 ែូបចាោះ  𝑔′(𝑥) = 10(𝑒𝑥+1−𝑥𝑒𝑥)

(𝑒𝑥+1)2
  

             គ.   1 2lnh x x x      បយើងបាន ℎ′(𝑥) = −1 −
2

𝑥
=

−𝑥−2

𝑥
    

              .   2

lnx x
k x

x


     បយើងបត្ ើរូ មនា 

2

u u v uv

v v

   
 

 
     

                  
 2

4 3 3

1
1 2 ln

1 2 2ln 1 2ln
x x x x

x x x x xx
k x

x x x

 
                     

      4.គណ បែរបីវ នា  ទ  ន់នអនុគមន ៍𝑓(𝑥) = (3𝑥 + 4)5  

  ចបមលើយ 

  បយើងប ើញ   𝑓(𝑥) = (𝑢(𝑥))
5  បោយ 𝑢(𝑥) = 3𝑥 + 4 និង  𝑢′(𝑥) = 3  

                  𝑓′(𝑥) = 5(𝑢(𝑥))
4
𝑢′(𝑥) = 5(3𝑥 + 4)4 × 3  

          𝑓′′(𝑥) = (𝑓′(𝑥))
′
= 4 × 5(3𝑥 + 4)3 × 32 

                  𝑓(3)(𝑥) = 3 × 4 × 5(3𝑥 + 4)2 × 33    
        𝑓(4)(𝑥) = 2 × 3 × 4 × 5(3𝑥 + 4) × 34 

       𝑓(5)(𝑥) = 2 × 3 × 4 × 5 × 35 = 5! × 35  
       𝑓(6)(𝑥) = 0       
      ចំប ោះ  𝑛 > 5           𝑓(𝑛)(𝑥) = 0    

       5. គណ បែរបីវននអនុគមន៍  
3 1

ln
1

x
f x

x

 
  

 
      

 ចបមលើយ 

  
3 1

ln
1

x
f x

x

 
  

 
 តាង 𝑢(𝑥) = 3𝑥+1

𝑥−1
  

 បយើងបាន  𝑓(𝑥) = ln(𝑢(𝑥))  ⇒   𝑓′(𝑥) = 𝑢
′(𝑥)

𝑢(𝑥)
  

  𝑢(𝑥) = 3𝑥+1

𝑥−1
  ⇒  𝑢′(𝑥) = 3(𝑥−1)−(3𝑥+1)

(𝑥−1)2
 = −4

(𝑥−1)2
  

            𝑓′(𝑥) = 
−4

(𝑥−1)2

3𝑥+1

𝑥−1

 = −4

(3𝑥+1)(𝑥−1)
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       6. គណ បែរបីវននអនុគមនខ៍ាងបត្កាម 

  ក. 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥  ខ. 𝑔(𝑥) = 𝑥3𝑒𝑥 

  គ. ℎ(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑥2   . 𝑘(𝑥) =
𝑥

𝑒𝑥  

  ង. 𝑙(𝑥) = 𝑥2𝑒−𝑥 ច. 𝑓(𝑥) = 𝑒(1−
1

𝑥
)   

ចបមលើយ 

 ក. 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥    ⇒      𝑓′(𝑥) = 1 ∙ 𝑒𝑥 + 𝑥 ∙ 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(1 + 𝑥) 

 ខ. 𝑔(𝑥) = 𝑥3𝑒𝑥 ⇒    𝑔′(𝑥) = 3𝑥2𝑒𝑥 + 𝑥3𝑒𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥(3 + 𝑥) 

 គ. ℎ(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑥2       ⇒       ℎ′(𝑥) =
𝑥2𝑒𝑥−𝑒𝑥∙2𝑥

𝑥4 =
𝑥𝑒𝑥(𝑥−2)

𝑥4   

     ែូបចាោះ   ℎ′(𝑥) =
𝑒𝑥(𝑥−2)

𝑥3   

  . 𝑘(𝑥) =
𝑥

𝑒𝑥      ⇒        𝑘′(𝑥) =
𝑒𝑥−𝑥𝑒𝑥

(𝑒𝑥)2    
=

𝑒𝑥(1−𝑥)

(𝑒𝑥)2
   

     ែូបចាោះ    𝑘′(𝑥) =
1−𝑥

𝑒𝑥   

 ង. 𝑙(𝑥) = 𝑥2𝑒−𝑥   ⇒   𝑙′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥 + 𝑥2(−𝑒−𝑥)  

                                  = 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥2𝑒−𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥(2 − 𝑥)   
       ែូបចាោះ  𝑙′(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥(2 − 𝑥)   

  ច. 𝑓(𝑥) = 𝑒(1−
1

𝑥
)  បយើងតាង 𝑢(𝑥) = 1 −

1

𝑥
  និង 𝑢′(𝑥) =

1

𝑥2  

      𝑓(𝑥) = 𝑒𝑢(𝑥)   ⇒    𝑓′(𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑢(𝑥) =
1

𝑥2 𝑒(1−
1

𝑥
)  

      7.បគម្គនអនុគមន ៍ f  កំណតប់លើ  បោយ  
 

5
2

1

3
f x

x



 និង អនគុមន ៍ g  កំណតប់លើ      

          1,0   បោយ  
 

53

1 1

1
g x

x x
 


  

 ក.គណ   f x   

 ខ.គណ   g x  ។  ង្ហា ញថា   0g x   ចំប ោះត្គ  ់ 1x    និង 0x   ។ 
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ចបមលើយ 

 ក.  
 

5
2

1

3
f x

x



 កំណតប់លើ   

 បយើងតាង           
5 4 4

2 2 23 5 2 3 10 3u x x u x x x x x         

  
 

 
 

 

 

   

4
2

2 10 6
2 2

10 31 10

3 3

x xu x x
f x f x

u x u x x x


     

    

  

 ែូបចាោះ  
 

6
2

10

3

x
f x

x
 


  

 ខ.  
 

53

1 1

1
g x

x x
 


 កំណតប់លើ  1,0   

 បយើងតាង    
2

3 6 4

1 3 3x
h x h x

x x x
        

              
 

 
 

   

4

5 10 6

5 11 5

1 1 1

x
k x k x

x x x

  
   

  
  

      
 

64

3 5

1
g x h x k x

x x
      


   

  
 

'

64

3 5

1
g x

x x
  


 បលើ  1,0   បយើងបាន 

4

3
0

x
   និង 

 
6

5
0

1x
 


  

 ែូបចាោះ   0g x   (្ល កូននពរីចំនួនអវជិ្ជម្គនោចខ់ាត)  

     8. បគម្គនអនុគមន ៍ f  កំណតប់លើ  បោយ    21f x x x x    ។ ស្រាយ ំភ្លថឺា ចំប ោះត្គ  ់ x  ជា 

         ចំនួនពតិ   0f x   ។ 

 ចបមលើយ 

 ត្គ  ់ x  ,    21f x x x x     

 បយើងបាន      2

2

2
1 1 1

2 1

x
f x x x x

x

 
      

 
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 2

2 2

2 2

1
1 1 1

1 1

x x xx
x x x x x

x x

  
         

  
  

          
2

2 2

2 2

1
1 1 1

1 1

x x x
x x x x

x x

    
               

  

         
 

2
2

2

1

1

x x
f x

x

 
 


  

  ង្ហា ញថា ត្គ ច់ំនួនពិត x ,   0f x    

   ត្គ  ់ x  បលើ  , 21 0x    

   ត្គ  ់ x  បលើ ,  
2

21 0x x       ុដនា 21x x   មិនអាចបសមើ 0  បទ 

ពីបត្ ោះប ើ 21 0x x    ប ោះបគបាន 21x x    ែូបចាោះបោយបលើកអងាទាងំពីរជាកាបរ    
2 21x x   ជាករណីមិនអាច។  

វបិាក   0f x    

     9.គណ បែរបីវទី n  ននអនុគមន ៍ 

 ក.   sinf x x      ខ.   cosg x x   

 ចបមលើយ 

 ក.   sinf x x    cos sin
2

f x x x
 

    
 

  

         sin sin sin 2
2

f x x x x



 

       
 

  

 ែូបចាោះបគអាចគិតថា :  ( ) sin
2

nf x x n
 

  
 

   P   

 តាមបគ្នលការណ៍ននវចិារអនុម្គណរួម : 

  P   ពិតចំប ោះ  1n    
 បយើងឧ ម្គ  P ពិតចំប ោះ n   
 បយើងស្រាយ ញ្ញជ កថ់ាពិតចបំ ោះ 1n   
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        1
sin cos

2 2

n n
f x f x x n x n

 
     

        
    

  

     sin sin 1
2 2 2

x n x n
     

        
   

  

ែូបចាោះ  P  ពិតចំប ោះ 1n   
ជាការសនាិោា ន : ចំប ោះត្គ  ់ x  និងចំនួនគត ់ 1n    

បគបាន បែរបីវទី n  នន   sinf x x  គឺ  ( ) sin
2

nf x x n
 

  
 

  

 ខ. គណ បែរបីវទី n  នន   cosg x x   

    cosg x x    sin cos
2

g x x x
 

     
 

  

                cos cos cos 2
2

g x x x x



 

       
 

  

  ែូបចាោះបយើងគិតថា     cos
2

n
g x x n

 
  

 
   Q   

 តាមបគ្នលការណ៍ននវចិារអនុម្គណរួម : 

  Q  ពិតចំប ោះ 1n    
 បយើងឧ ម្គថា  Q  ពិតចបំ ោះ n   
 បយើងស្រាយ ញ្ញជ កថ់ា  Q  ពិតចំប ោះ 1n   

        1
cos sin

2 2

n n
g x g x x n x n

 
     

         
    

  

     cos cos 1
2 2 2

x n x n
     

        
   

  

ែូបចាោះ  Q  ពិតចំប ោះ 1n   
ជាការសនិាោា ន : ចំប ោះត្គ  ់ x  និង ចំនួនគត ់ 1n    

បគបាន បែរបីវទី n  នន   cosg x x  គឺ     cos
2

n
g x x n

 
  

 
  

     10.  ប ើ 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 − 1 កំណតត់្ពមីីទីវននអនុគមន ៍𝑓(𝑥) ដែល វាយកតនមល 4 ចំប ោះ 𝑥 = 1 ។ 

    ត្ពីមទីីវទូបៅ  𝐹(𝑥) =
𝑥4

4
−

𝑥3

3
+ 𝑥2 − 𝑥 + 𝑘  

     𝐹(1) = 4 =
1

4
−

1

3
+ 1 − 1 + 𝑘 បយើងបាន 𝑘 =

49

12
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    ែូបចាោះត្ពីមីទីវត្តូវកំណតគ់ ឺ𝐹(𝑥) = 𝑥
4

4
−

𝑥3

3
+ 𝑥2 − 𝑥 +

49

12
  

      11. រកត្ពីមីទីវននអនគុមនខ៍ាងបត្កាម : 

 ក. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 +
1

𝑥2         ខ. 𝑓(𝑥) = 1

(𝑥−1)2
 គ. 𝑓(𝑥) = 𝑥

√1+𝑥2
                  

 ចបមលើយ 

 ក. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 +
1

𝑥2
          ត្ពីមីទីវនន 𝑥2 គឺ  𝑥

3

3
  ;   ត្ពីមីទីវនន  1

𝑥2
 គឺ −1

𝑥
  

      បយើងបានត្ពីមីទីវនន 𝐹(𝑥) = 𝑥
3

3
−

1

𝑥
+ 𝑘 

 ខ. 𝑓(𝑥) =
1

(𝑥−1)2
   តាង    𝑢(𝑥) = 𝑥 − 1   ⇒   𝑢′(𝑥) = 1 

     𝑓(𝑥) = 𝑢′(𝑥)

(𝑢(𝑥))
2      ែូបចាោះ 𝐹(𝑥) = −

1

𝑢(𝑥)
+ 𝑘   ឬ   𝐹(𝑥) = −

1

𝑥−1
+ 𝑘   

 គ. 𝑓(𝑥) =
𝑥

√1+𝑥2
   បយើងតាង 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥2    ⇒     𝑢′(𝑥) = 2𝑥  

     𝑓(𝑥) = 2𝑥

2√1+𝑥2
=

𝑢′(𝑥)

2√𝑢(𝑥)
 

      ែូបចាោះ 𝐹(𝑥) = √1 + 𝑥2 + 𝑘  

     12. រកត្ពីមីទីវននអនគុមនខ៍ាងបត្កាម : 

 ក. 𝑓(𝑥) = 2

3−𝑥
                     ខ. 𝑓(𝑥) = 2𝑥+1

𝑥2+𝑥+1
 

 គ.  
1

ln
f x

x x
                   .  

ln x
f x

x
     

ចបមលើយ 

ក. 𝑓(𝑥) = 2

3−𝑥
     តាង 𝑢(𝑥) = 3 − 𝑥 និង 𝑢′(𝑥) = −1  

     𝑓(𝑥) = −2 × 𝑢
′(𝑥)

𝑢(𝑥)
 

     ែូបចាោះ ត្ពីមទីីវ នន 𝑓(𝑥) គឺ   2ln 3F x x k        

     ចំប ោះ 𝑥 ∈ (3,+∞)  ; |3 − 𝑥| = 𝑥 − 3  បគអាចបាន    2ln 3F x x k      

ខ.𝑓(𝑥) =
2𝑥+1

𝑥2+𝑥+1
        បយើងតាង 𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1 និង 𝑢′(𝑥) = 2𝑥 + 1  



30 
 

               𝑓(𝑥) = 𝑢
′(𝑥)

𝑢(𝑥)
    ែូបចាោះ ត្ពីមទីីវនន 𝑓(𝑥)   គឺ   2ln 1F x x x k        

               ដតចំប ោះត្គ  ់𝑥 ∈ ℝ , 𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0    ែូបចាោះ    2ln 1F x x x k         

            គ.  
1

ln
f x

x x
       តាង   lnu x x     និង 𝑢′(𝑥) =

1

𝑥
  

                𝑓(𝑥) = 𝑢
′(𝑥)

𝑢(𝑥)
    ែូបចាោះ ត្ពមីីទីវនន 𝑓(𝑥) គឺ   ln lnF x x k      

                𝑥 ∈ (1,+∞) , ln 0x    ែូបចាោះ    ln lnF x x k     

                𝑥 ∈ (0,1) , ln 0x        ែូបចាោះ    ln lnF x x k     

             .  
ln x

f x
x

     តាង   lnu x x    និង 𝑢′(𝑥) = 1
𝑥
  

                  𝑓(𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑢(𝑥) បយើងបាន    
21

ln
2

F x x k     

      13. គណ ត្ពីមីទីននអនគុមនខ៍ាងបត្កាម 

            ក. 𝑓(𝑥) = 𝑒(−2𝑥−1)     ខ. 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒(𝑥2+𝑥)      គ. 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒(𝑥2+3)  

           ចបមលើយ 

           ក. 𝑓(𝑥) = 𝑒(−2𝑥−1)   តាង 𝑢(𝑥) = −2𝑥 − 1 និង  𝑢′(𝑥) = −2  

                𝑓(𝑥) = −
1

2
𝑢′(𝑥) ∙ 𝑒𝑢(𝑥)  ែូបចាោះ ត្ពីមីទីវនន 𝑓(𝑥) គឺ 𝐹(𝑥) = −

1

2
𝑒(−2𝑥−1) + 𝑘   

            ខ. 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒(𝑥2+𝑥)   តាង 𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥  និង 𝑢′(𝑥) = 2𝑥 + 1 

                បយើងបាន 𝑓(𝑥) = 𝑢′(𝑥) ∙ 𝑒𝑢(𝑥)  ែូបចាោះ ត្ពីមីទីវនន 𝑓(𝑥) គឺ  𝐹(𝑥) = 𝑒(𝑥2+𝑥) + 𝑘   

            គ. 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒(𝑥2+3)   តាង  𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 3 និង 𝑢′(𝑥) = 2𝑥  

                បយើងបាន 𝑓(𝑥) =
1

2
𝑢′(𝑥) ∙ 𝑒𝑢(𝑥)   ែូបចាោះ ត្ពីមីទីវនន 𝑓(𝑥) គឺ 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑒(𝑥2+3) + 𝑘 
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អំខមតប្កាលកំណត ់
 

I.មមម ៀៃសមខេប 

 អនុគមន៍ f  ម្គនត្ពីមីទីវF  បលើចប ល ោះ I  និងa  និងb  ជាធាតុរ ស់ I   

ប ោះ        
b b

aa
f x dx F x F b F a       

   0
a

a
f x dx    

 អនុគមន៍ f  ម្គនត្ពីមីទីវបលើ I  និងa  និងb  ជាធាតុរ ស់ I   

ប ោះ    
b a

a b
f x dx f x     

 អនុគមន៍ f  ម្គនត្ពីមីទីវបលើ I  ។ ត្គ ់ , ,a b c  ធាតុរ ស់ I   ( )a b c    

     
b c c

a b a
f x dx f x dx f x dx     

 អនុគមន៍ f  និង g  ម្គនត្ពមីីទីវបលើ I  ។ ត្គ ធ់ាតុ ,a b  រ ស ់ I  និងត្គ ់  នន   

       
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx         

   
b b

a a
f x dx f x dx     

 អនុគមន៍ f  និង g  ជាអនគុមនជ៍ា ប់លើ I  និងម្គនបែរបីវ  បលើ I និង ,a bជាធាតុរ ស់ I  

           
b bb

aa a
f x g x dx f x g x f x g x dx        

II.លំហាតគ់ំ  ូ
   កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត។់ 

   1.គណ អាងំបតត្កាលខាងបត្កាម 

       ក.  
1

3

0
1x dx            ខ. 1

42

1
dx

x



             គ. 2

21

1
dt

t
 

        ចបមលើយ 

         ក.  
1

4
1

3

0
0

1 5
1 1

4 4 4

x
x dx x

 
      

 
   

         ខ.
1

1

4 32
2

1 1 1 1 7

3 3 24 24
dx

x x







 
     
 

  
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         គ.
2

2

21
1

1 1 1 1
1

2 2
dt

t t

 
      
 

  

    2.គណ អាងំបតត្កាលខាងបត្កាម 

        ក.
4

2

1
du

u
               ខ.

1

1e

dt
t

             គ.
1

0
2 xe dx  

         ចបមលើយ 

         ក.
44

2 2

1
2 4 2 2du u

u
   
   

         ខ.  
11

1
ln 1

e e
dt t

t
   

         គ.  
1 1

00
2 2 2 1x xe dx e e      

   3.គណ អាងំបតត្កាលខាងបត្កាម 

       ក.  
5

2

1
2 3I x x dx                    ខ. 3

21

2 1

1

x
I dx

x x




   

       គ.
3

2

2
I dx

x
                    .

23

3

xI xe dx


   

        ចបមលើយ 

        ក.  
5

5
2 3 2

1
1

1
2 3 3

3
I x x dx x x x

 
      

 
  
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25 15 1 3
3 3 3

   
         
   

 

         ខ. 3
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1

x
I dx

x x




     តាង   2 1u x x x    ឬ   2 1u x x    

              បយើងបាន  

 
 

3 33 2

1 11
ln | | ln | 1|

u x
I dx u x x x

u x


           

         
3

2

1
ln 1x x   
 

        (ពីបត្ ោះ 2 1 0x x   ចំប ោះត្គ ់ x ) 

        13
ln13 ln3 ln

3
I     
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           គ.  
33

2 2

2
4 4 3 2I dx x

x
    
   

            . 2 2

3
3

9 9

3
3

1 1 1
0

2 2 2

x xI xe dx e e e




 
     

 
  

    4. ក.កំណតច់ំនួនពិត  ,a b  បែើមបឲី្យ  
1

2 2

x b
f x a

x x


  

 
 

        ខ.  
2

1
I f x dx   

        ចបមលើយ 

         ក. 1 2

2 2 2

x b ax a b
a

x x x

  
  

  
 

          បយើងបាន 
1

2 1

a

a b




 
 ឬ 

1

1

a

b




 
 

          ែូបចាោះ    
1

1
2

f x
x

 


 

         ខ.គណ   
2 2

1 1

1
1

2
I f x dx dx

x

 
   

 
     

2 2 2 2

1 11 1
ln | 2 |

2

dx
dx x x

x
    

   

     1 2ln 2 ln3 1 2ln 2 ln3       

    5.ក.កំណតច់ំនួនពិត ,a b   បែើមបឲី្យ  
   

2 2

2

11 1

x a b
f x

xx x


  

 
 

       ខ.គណ   
0

1
I f x dx


   

       ចបមលើយ 

        
   

 

 

 

 
2 2 2 2

12

11 1 1 1

a x b ax a bx a b
f x

xx x x x

   
    

   

 

        បយើងបាន 
1

2

a

a b




 
 ឬ  

1

1

a

b




 
 

         ែូបចាោះ  
 

2

1 1

1 1
f x

x x
 

 
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         ខ.គណ   
 

0 0 0

21 1 1

1 1

1 1
I f x dx dx dx

x x  
  

 
    

0
0

1
1

1
ln | 1|

1
x

x


 
     

  

     
0

0

1
1

1 1 1
ln 1 ln1 ln 2 1 ln 2

1 2 2
x

x


   
                 

 

    6.បគឲ្យអនុគមន ៍ f កំណតប់លើ ( ,1)  បោយ 

                  
 

1

1
2

2

1

x

xf x e
x






 

       ក. vជាអនគុមនក៍ណំតប់លើ ( ,1) បោយ  
1

1

x

xv x e


 ។ គណ   v x ។ 

       ខ.កំណតត់្ពីមីទីវនន f  បលើ ( ,1)  

       គ.  ជាចំននួពិតដែល 0 1   ; កណំត ់    g f x dx






   

        .រកលីមតីនន  g   កាលណ្ត  ខិតបៅរក 1  

        ចបមលើយ 

        ក. គណ   v x  

               
   

   

1 1 1

1 1 1
2 2

1 1 1 1 2

1 1

x x x
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x x

v x e v x e e
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  

  
  

     
 

               

      ខ.កំណតត់្ពីមីទីវនន f បលើ ( ,1)  

          បយើងបាន  
 

 
1

1
2

2

1

x

xv x e f x
x



    


 ឬ    f x v x   

           ែូបចាោះ  v x ជាត្ពមីីទីវមួយនន  f x បលើ ( ,1) ពីបត្ ោះ    v x f x   

       គ. (0,1)   កំណត ់      g f x dx v x
 





      

           បយើងបាន          [ ]g v v v v             

    
1 1 1 1

1 1 1 1g e e e e
   

   
    

         

        .គណ   
1 1

1 1

1 1
lim limg e e

 

 

 


 

 

 

 
  

 
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    .  
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1 0
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1
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1

1
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         វបិាក 
1

1

1
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e e




 




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   

    .   ែូបចាោះ  
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 

 

 

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 

 
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         បយើងបាន  
1

lim 1g





  

7.គណ អាងំបតត្កាលខាងបត្កាម: 

    44

0
sinI xdx



     និង   44

0
sin cosJ x xdx



    

   ចបមលើយ 

    គណ អាងំបតត្កាល  44

0
sinI xdx



   

   2 2 1 cos2
cos2 1 2sin sin
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x
x x x


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       
24 21 1
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4 4

x x x x       

    បយើងែឹងថា 2cos4 2cos 2 1x x   ែូបចាោះ 2 1 cos4
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
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   
        

   
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cos2 cos4
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x x     

   44 4
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sin cos2 cos4

8 2 8
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 
 

    
 

    

      4 4 4
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  
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3 sin 2 sin 4 3 1

8 4 32 32 4
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x

  

     
         
     

       

គណ អាងំបតត្កាល 44
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

   
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 បយើងសបងាតប ើញថា 4sin cosx x  ជាបែរបីវននអនុគមន ៍   51
sin

5
f x x   

 
5

4
4 54

0
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1 1 2 2
sin cos sin

5 5 2 40
J x xdx x


   

          
   

        8.បគម្គនអាងំបតត្កាល: 2 44
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sin cosI x xdx



   និង 2 44
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cos sinJ x xdx



    

 គណ   I J  ; I J  ; I  និង J  ។ 

 ចបមលើយ 

  2 4 2 4 2 4 2 44 4 4
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sin cos cos sin sin cos cos sinI J x xdx x xdx x x x x dx

  
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           2 2 2 2 2 24 4
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 

      

          
4

24 4
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1 1 1 1 1
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
 
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   
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 
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            2 2 2 2 24 4
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4
x x x x dx x xdx

 

      

 តាង   2sin 2 cos2f x x x  ម្គនត្ពីមទីីវ   31
sin 2
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
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I


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
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      9. គណ អាងំបតត្កាលខាងបត្កាម :  
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 ចបមលើយ     

គណ    
1
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e

I xdx   

បត្ ើអាងំបតត្កាលបោយដ្ាកបោយតាង  
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  
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dx
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 បយើងកតស់ម្គា លប់ ើញថា  ln1
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       ln ln 2 ln 1 ln 2e      

        10.ក.រកត្ពីមទីីវននអនុគមន ៍   3sinf x x  ។ 

  ខ.ទាញយក 32

0
sinx xdx



   (បោយបត្ ើអាងំបតត្កាលបោយដ្ាក) 

 ចបមលើយ 
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2

32 2

0 0
0

3 1 3 1
sin cos cos3 cos cos3

4 12 4 12
J x xdx x x x x x dx


 

    
          

    
    

             2 2

0 0

3 1
cos cos3

4 12
xdx xdx

 

      2 2
0 0

3 1 3 1 28 7
sin sin3

4 36 4 36 36 9
x x

 

         



39 
 

ស៊ិកាអមេ ភាែ ៃ៊ិខ សខស់្សែមកាខ 
 

I.មមម ៀៃសមខេប 
1.អនុគមនស៍នទិាន 

  ក.អនុគមន ៍
2ax bx c

y
px q

 



 ដែល 0, 0p a   និង 2

0 0 0ax bx c    ចំប ោះ 0

q
x

p
    

 រកដែនកណំត ់ q
D

p

 
   

 
  

 ទិសបៅអបេរភាព 

- គណ បែរបីវ 
 

2

2

2apx aqx bq cp
y

px q

  
 


  

 អាសុីមតតូ :   ទ តដ់ែលម្គនសមកីារ q
x

p
   ជាអាសុីមតូតឈរ ។ 

- ប ើ k
y mx n

px q
  


 ប ោះ  ទ ត ់ y mx n   ជាអាសុីមតតូបត្ទត ។ 

- ត្កា ជាអុីដព លូដែល្ចិតឆលុោះជាចណុំចត្ សពវរវាងអាសុីមតូតទាងំពរី ។ 

- ប ើ 0y   ម្គនឬសពរីខុសគ្នា ប ោះអនុគមនម៍្គនអតិ រម្គបធៀ មួយនិងអ ប រម្គបធៀ មយួ ។ 

- ប ើ 0y   គ្នម នឬសប ោះអនគុមនគ៍្នម ន រម្គបទ ។ 

- ប ើ 0y   ម្គនឬសឌ ុប ោះអនុគមនគ៍្នម ន រម្គបទ ។ 

 ខ.អនុគមន ៍
2

2

ax bx c
y

px qx r

 


 
 ដែល , ,a b c  ខុសពីសនូយ និង 0p    

     អនគុមនម៍្គនលកខណោះមយួចនំួនែូចខាងបត្កាម : 

 ត្គ ត់្កា តាងអនុគមនប៍នោះម្គនអាសុីមតតូបែកមួយជានិចច ។ 
 ចំនួនអាសុីមតតូឈរគឺអាស្រស័យនងឹចំនួនឬសរ ស់សមកីារ 2 0px qx r    ។ 

ប ើ 2 4 0q pr     គ្នម នអាសុមីតូតឈរបទ និងត្កា ម្គនដមកដតមួយ ។ 

ប ើ 2 4 0q pr     ម្គនអាសុមីតូតឈរមយួ 
2

q
x

p
   និង ត្កា ម្គនដមកពីរោចគ់្នា  ។ 

ប ើ 2 4 0q pr     ម្គនអាសុមីតូតឈរពីរ 
2

q
x

p

  
  និង ត្កា ម្គនដមក ោីចគ់្នា  ។ 

 2.អនុគមនអ៍ុចិសបូណងដ់សយល 
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 លំ នំនការសកិាអបេរភាព និង សងត់្កា ែូចគ្នា បៅនងឹអនគុមនស៍និទានដែរ ។ 

 បគ្នល e  : បគ្នល e  ដែលបគបត្ ើម្គនតនមល 2.718281e  ។ អនុគមនអ៍ុិចសបូណងដ់សយលបគ្នលe ចំប ោះ
ត្គ ច់ំននួពិត x អនុគមន៍ f កំណតប់ោយ   xf x e បៅថាអនុគមនអ៍ុចិសបូណងដ់សយលបគ្នល e  ។ 

 បែរបីវ :    xy e  បយើងបាន  x xy e e
     

  u x
y e  បយើងបាន       u x u x

y e u x e


     
 ការអនុវតានអ៍នគុមនអ៍ុិចសបូណងដ់សយល 

រូ មនាការត្បាកស់ម្គស : 1

nt

r
A p

p

 
  

 
 ដែល p  ជាត្បាក់បែើម r  អត្តាការត្បាក់ត្ ចាឆំ្ា  ំn  ជា

ចំនួនែងននការទូទាតក់ារត្បាក់កាុងមួយឆ្ា  ំបហើយ A  ជាចនំួនត្បាក់សរ ុកាុងរយោះបពល t  ឆ្ា  ំ។ ប ើចនំួនែង
ននការទទូាតប់ត្ចើនអននា ឬ ការទទូាតជ់ា នា  ទ  ប់ ោះរ ូមនាននការត្បាក់សម្គសកំណតប់ោយ rtA pe  
ដែលកាុងប ោះ A  ជាត្បាក់សរុ p ជាត្បាក់បែើម rជាអត្តាការត្បាកស់ម្គស និង t  ជាចំននួឆ្ា ោំក់ត្បាក់ ។ 

 3.អនុគមនប៍ោការតី 

 លំ នំនការសកិាអបេរភាព និង សងត់្កា ែូចគ្នា បៅនងឹអនគុមនស៍និទានដែរ ។ 

 បោការតី : បោការតីបនដពននចំននួវជិ្ជម្គន k  គឺជានិទសសនា x  នន xe  ដែល xe k  បគកំណតស់របសរ 
lnx k  បហើយ lnx k  សមមលូ xe k  ។ 

 អនុកមនប៍ោការតី : ប ើ 0x   អនុគមនប៍ោការតីបនដពនន x  កំណតប់ោយ lny x  ។ 

 លីមីត : ប ើ 0, 0n x   ប ោះ 
0

lim ln
x

x


   ; ln
lim 0

nx

x

x
   

 បែរបីវ :  ប ើ   lnf x x  ប ោះ  
1

f x
x

   ដែល 0x   ។ 

          ប ើ     lng x u x  ប ោះ  
 

 

u x
g x

u x


   ដែល   0u x   ។ 

II.លំហាតគ់ំ  ូ
  កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត។់ 

  1.សិកាអបេរភាពនងិសងត់្កា ននអនុគមន ៍ f  ដែល  
4

2 3

x
f x

x





  

  ចបមលើយ 

 ដែនកណំតរ់ ស់អនគុមន ៍ f  បយើងតាង 3

2
D

 
   

 
 ពីបត្ ោះ 3

2 3 0
2

x x      
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 

4 41 1
4 1

lim lim lim
332 3 2

22
x x x

x
x x x

x
x

xx

  

 
      

  
 

 

  

   

4 41 1
4 1

lim lim lim
332 3 2

22
x x x

x
x x x

x
x

xx

  

 
      

  
 

 

  

បយើងប ើញថា :  
 

1 11

2 2 2 3
f x

x
 


 ែូបចាោះ {

ប ើ 𝑥 >
3

2
 បនោះ 𝑓(𝑥) >

1

2

ប ើ 𝑥 <
3

2
 បនោះ 𝑓(𝑥) <

1

2

   

  
3 3

2 2

4
lim lim

2 3
x x

x
f x

x 
   

    
   


  


(  

3

2

3 11
lim 4 4

2 2
x

x


 
 
 

    និង  
3

2

lim 2 3 0
x

x




 
 
 

   ) 

  
3 3

2 2

4
lim lim

2 3
x x

x
f x

x 
   

    
   


  


(  

3

2

3 11
lim 4 4

2 2
x

x


 
 
 

    និង  
3

2

lim 2 3 0
x

x




 
 
 

   ) 

បយើងកតស់ម្គា លប់ ើញថាតាមលមីីតខាងបលើ  ទ តដ់ែលម្គនសមកីារ 3

2
x   ជាអាសុីមតូតឈរ និង 

1

2
y   ជាអាសុមីតូតបែក ។ 

 អបេរភាព :   
4

2 3

x
f x

x





 បយើងបាន  

 
2

11

2 3
f x

x


 


  ឲំ្យបយើងបានត្គ  ់

 
3

; 0
2

x D f x
 

    
 

 ែូបចាោះ អនុគមន ៍ f  ជាអនុគមនច៍ុោះបលើ D  ។ 

 តារាងអបេរភាព : 
x                              3

2
                         

   
 f x      
 
 f x  

1

2
                                                                  

                           

                              

       
    

                           1

2
                                                                                                     

 សងត្កា នន  f x   
បយើងសងអ់ាសុមីតូតឈរ 

ម្គនសមកីារ 3

2
x   និង អាសុីមតតូបែក 
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 1

2
y          ,       បយើងបៅចំណុច  

: 4, 0A x y    4
: 0,

3
B x y     : 1, 5C x y    : 2, 6D x y   

 2.សិកាអបេរភាពនិងសងត់្កា ននអនុគមន ៍ f  ដែល  
2

2

2 7 5

5 7

x x
f x

x x

 


 
  

    ចបមលើយ 

 ដែនកណំតន់នអនុគមន ៍ f  : 
សមីការ 2 5 7 0x x    ម្គន 25 4 7 3 0        ពុំម្គនឬសបទ ។ ែូបចាោះ ដែនកំណតន់ន f  
គឺ D   ។ 

  

2

2 2 2

2
2

2 2

7 5 7 5
2 2

2 7 5
lim lim lim lim 2

5 7 5 75 7
1 1

x x x x

x
x x x x x x

f x
x x

x
x x x x

   

   
              

     
      

   

  

 lim 2
x

f x


   

ែូបចាោះ  ទ ត ់    ដែលម្គនសមកីារ 2y   ជាអាសុមីតូតបែកននត្កា រ ស់អនុគមន ៍ f  ។ 

 អបេរភាព :  
2

2

2 7 5

5 7

x x
f x

x x

 


 
 បត្ ើ 

2

u u v uv
y y

v v

 
     

បយើងបាន  
 

 

2

2
2

3 6 8

5 7

x x
f x

x x

  
 

 
   បយើងសកិាសញ្ញា នន  f x  : 

  20 6 8 0f x x x       បយើងបាន 4x   និង 2x   និង    2 1, 4 3f f     
  0f x   បៅចប ល ោះ (2,4)  ;   ' 0f x  កាលណ្ត 2x   ឬ 4x    

 តារាងអបេរភាព 
x                2                4                 
 f x                   0             0          
 
 f x  
 

2                                  3   
                

                 1                                  
2   

 ទីតាងំត្កា   c  ននអនុគមន ៍ f  និង    ។ បយើងបត្ ៀ បធៀ   f x  និង 2  ។ បយើងបាន  

   2

3 9
2

5 7

x
f x

x x


 

 
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វបិាក : 

 ចំប ោះ 
2

3 9
3, 0

5 7

x
x

x x


 

 
 ែូបចាោះ   2f x   និង ត្កា   c  បៅពីបលើអាសុមីតូត    ។ 

 ចំប ោះ  3, 2x f x   ត្កា   c កាតអ់ាសុីមតតូ    ត្តងច់ំណុច  3,2  ។ 

 ចំប ោះ 
2

3 9
3, 0

5 7

x
x

x x


 

 
 ត្កា   c បៅខាងបត្កាមអាសុីមតូត    ។ 

 ត្កា   c  កាត ់  : 0x ox f x    

បយើងបាន 1x   ឬ 5

2
x   

 បគអាចបត្ ើ  1 1f     និង 

 5
4

2
f
 
  
 

  

 សងត់្កា នន  f x   

 3.សិកាអបេរភាពនិងសងត់្កា ននអនុគមន ៍ f  ដែល  
2

2

1

3 2

x
f x

x x




 
 ។ 

    ចបមលើយ 

 ដែនកណំតន់នអនុគមន ៍ f  : 
សមីការ 2 3 2 0x x    ម្គនឬស 1x   ឬ 2x   ែូបចាោះដែនកំណត ់D  នន f  គឺ

 1,2D    ។ 
  lim 1

x
f x


  និង  lim 1

x
f x


    ទ ត ់    ដែលម្គនសមីការ 1y   ជាអាសុមីតូតបែកននត្កា  

 c  រ ស់ f  ។  2

1
lim 1 2
x

x


   និង  2

1
lim 3 2 0
x

x x


     

បយើងបាន 2 3 2 0x x    កាលណ្ត (1,2)x   
 2 3 2 0x x   កាលណ្ត ( ,1) (2, )x      

 បយើងបាន    
1 1

lim , lim
x x

f x f x
  

      

      
2 2

lim , lim
x x

f x f x
  

      

 បយើងបាន  ទ តដ់ែលម្គនសមីការ 1x   និង 2x   ជាអាសុមីតូតឈរននត្កា   c  ។ 

 អបេរភាព : 
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 
2

2

1

3 2

x
f x

x x




 
ម្គនរាង u

y
v

  បយើងបត្ ើរូ មនា 
2

u v uv
y

v

 
    

បយើងបាន  
 

2

2
2

3 2 3

3 2

x x
f x

x x

  
 

 
  

 
1 10

0
3

f x x


     ឬ 1 10

3
x


   

  0f x   ចំប ោះ 1 10 1 10

3 3
x

 
    

  0f x   ចំប ោះ 1 10

3
x


  ឬ 1 10

3
x


  

1 10
6 2 10

3
f
 

    
 

 និង 1 10
6 2 10

3
f
 

    
 

 

x          1 10

3

            1             1 10

3

            2                          

 f x                 0                          0                            
 f x   1                           

 
          6 2 10      

            6 2 10    
 

                           

   
 

                        1   
 សងត្កា នន  f x   

ត្កា   c  នន  f x បានមកពកីារកណំតច់ណុំចនិងបមគណុត្បា ទ់ិសនន  ទ ត ់ ោះ ។ ត្តងច់ណុំច 
1

0,
2

A x y
 

  
 

 បយើងបាន  
3

0
4

f    ។ ទីតាងំននត្កា   c បធៀ នឹង  ទ ត ់    ដែលម្គនសមី

ការ 1y   បយើងបាន   2

3 1
1

3 2

x
f x

x x


 

 
  

វបិាក :ចំប ោះ 1 1
3

x   ឬ ចំប ោះ 

2 x  បយើងបាន   1 0f x    
ឬ   1f x   ត្កា   c  បៅបលើ 
  ទ ត ់    ។ 

ចំប ោះ  
1

, 1
3

x f x    

 c និង   ម្គនចំណុចរួម  

ចំប ោះ 1

3
x   ឬ 1 2x   ,   1 0f x    ឬ   1f x   បយើងបានត្កា   c  បៅពីត្កាម    
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 4.បគម្គនអនគុមន ៍ f  ដែល  
22 2

1

x x
f x

x

 



  

     ក.កំណតច់នំួនពិត , ,a b c  ដែល ,  
1

c
f x ax b

x
  


 ។ 

     ខ.ទាញ ង្ហា ញថា  ទ ត ់    ដែលម្គនសមីការ 2 1y x  ជាអាសុីមតតូបត្តទននត្កា  c តាងអនុគមន ៍ f   

        ខាង   និង ខាង   ។ 

     គ.សិកាទតីាងំនន   និង  c  ។ 

      .សិកាអបេរភាព និង សងត់្កា ននអនុគមន ៍ f ។ 

     ចបមលើយ 

     ក.កំណតច់នំួនពិត , ,a b c  ដែល   
1

c
f x ax b

x
  


    

         
 2

1

ax b a x b c
f x

x

   



 

        

2 2

1 1
1

2 1

a a
c

f x ax b b a b
x

b c c

  
 

         
       

  

     ខ.តាមចបមលើយ (ក) បយើងបាន  
1

2 1
1

f x x
x

  


  បយើងបាន    
1

2 1
1

f x x
x


  


  

       1
lim 0

1x x

 
 

 
 និង 1

lim 0
1x x

 
 

 
 ែូបចាោះ    lim 2 1 0

x
f x x


      និង  

          lim 2 1 0
x

f x x


      ែូបចាោះ   ទ ត ់    ដែលម្គនសមីការ 2 1y x   ជាអាសុីមតតូបត្ទតនន 

        ត្កា   c  តាងអនុគមន ៍ f  ។ 

     គ.សិកាទតីាងំ    និង  c  :    
1

2 1
1

f x x
x


  


  

        ចបំ ោះ ( , 1)x    បយើងបាន 1
0

1x





 វបិាក  c បៅពីបលើ    

        ចបំ ោះ ( 1, )x    បយើងបាន 1
0

1x





 វបិាក  c បៅពីបត្កាម    
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      .សិកាអបេរភាព និង សងត់្កា ននអនុគមន ៍  
22 2

1

x x
f x

x

 



  

 ដែនកណំត ់  1D      
 ទិសបៅអបេរភាព 

បែរបីវ  
 

2

2

2 4 3

1

x x
f x

x

 
 


  x D   , 22 4 3 0x x    និង  

2
1 0x   ។ 

វបិាក :   0f x   ត្គ  ់ x D   

 
1

lim lim 2 1
1x x

f x x
x 

 
     

 
 ,  

1
lim lim 2 1

1x x
f x x

x 

 
     

 
 

 
1 1

1
lim lim 2 1

1x x
f x x

x  

 
     

 
 ,  

1 1

1
lim lim 2 1

1x x
f x x

x  

 
     

 
 

 តារាងអបេរភាព 
 

x                            1                              
 f x      
 
 f x  

                            
 

   

                             
 

   
 សំណងត់្កា   

សងអ់ាសុីមតូត    ដែល 
ម្គនសមកីារ 2 1y x    
បយើងបៅចំណុចដែលត្កា  
  c  កាត ់  y oy  គ ឺ

 0, 2, 0 3x y f        
បយើងបៅចំណុចដែលត្កា   c  
កាត ់  x ox  គឺ 22 2 0x x     

1 17
; 0

4
x y

 
    ឬ 1 17

; 0
4

x y
 

     

2; 4x y     

5.បគម្គនអនគុមន ៍ f កំណតប់ោយ  
3 1

ln
1

x
f x

x

 
  

 
 ។ សិកាអបេរភាពនងិសងត់្កា ននអនុគមន ៍  f x  ។ 
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     ចបមលើយ 

 ដែនកណំតន់នអនុគមន ៍ f  : 3 1
ln

1

x

x

 
 

 
 ម្គននយ័លុោះត្តាដត 3 1

0
1

x

x





  

x                1

3
                   1                       

3 1x                     0                                     
1x                                       0                

3 1

1

x

x




                    0                        

         ែូបចាោះ 1
( , ) (1, )

3
D        

 ទិសបៅអបេរភាព 

    
3 1

ln ln
1

x
f x u x

x

 
  

 
 ,    

 
2

3 1 4

1 1

x
u x u x

x x

 
  

 
  

បយើងបាន  
 

 

 

  

2

4

1 4

3 1 3 1 1

1

u x x
f x

xu x x x

x


  

   
  



  

បយើងប ើញបៅបលើ 1
( , ) (1, )

3
D       ,   0f x   ប ោះ  f x  ជាអនុគមនច៍ុោះបលើ D  ។ 

3 1
lim 3

1x

x

x





 និង 3 1

lim 3
1x

x

x





  

3 1
lim ln ln3

1x

x

x

 
 

 
 បយើងបាន    ដែលម្គនសមីការ ln3y   ជាអាសុមីតូតបែក

1 1

3 1 3 1
lim lim ln

1 1x x

x x

x x  

 
   

 
 , 

1 1

3 3

3 1 3 1
lim 0 lim ln

1 1
x x

x x

x x 



   
      
   

 
   

 
 

  ទ តដ់ែលម្គនសមកីារ 1x    និង 1

3
x    ជាអាសុមីតូតឈរ ។ 

 តារាងអបេរភាព 
x                   1

3
                         1                      

 f x       
 f x  ln3   

                     

    
                  ln3   

 សំណងត់្កា  
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 
3 1

0 ln 0
1

x
f x

x


  


  

ឬ 3 1
1 1

1

x
x

x


   


  

 6.បគម្គនអនគុមន ៍ g  កំណតប់លើ ( 3,3)   

    បោយ  
3

ln
3

x
g x

x

 
  

 
  

    ក.សិកាភាពគូ និង បសសននអនុគមន ៍ g  

    ខ.a.គណ លមីីតនន g ត្តង ់ 3  និង 3   

       b.សិកាអបេរភាពនន g បលើ [0,3)  រួចសងត់ារាងអបេរភាពបលើ ( 3,3)   

    គ.បលើតត្មុយអរតណូរបមបគម្គន  c  ជាត្កា ននអនុគមន ៍ g កាុងតត្មយុបនោះ ។ 

       a.កំណតស់មីការ  ទ ត ់ ោះ  T  បៅនឹងត្កា   c  ត្តងច់ណុំច o  ។   

       b.សងត់្កា   c និង   ទ ត ់ ោះ  T កាុងតំរុយបនោះ ។ 

     .សិកាសញ្ញា នន  g x  បៅតាមតនមលនន x  ។ 

    ង.a. គណ បែរបីវននអនុគមន ៍    h x xg x  ។ 

       b.គណ   
1

0
g x dx  ។ 

   ចបមលើយ :អនុគមន ៍ g  កំណតប់លើ ( 3, 3)   បោយ  
3

ln
3

x
g x

x

 
  

 
 

   ក.សិកាភាពគូ និង បសសននអនុគមន ៍ g  

      ប ើ ( 3, 3)x    , 3

3

x

x




 វជិ្ជម្គន  ,   ប ើ ( 3, 3)x    ប ោះ  x  បៅបលើ ( 3, 3)   

     បយើងគណ     
3 1 3

ln ln ln
33 3

3

x x
g x g x

xx x

x

 
      

 



  

     ចំប ោះត្គ  ់ ( 3, 3)x    ;    g x g x    ែូបចាោះ g ជាអនគុមនប៍សស 

   ខ.a.គណ លីមតីនន g ត្តង ់ 3  នងិត្តង ់ 3   

      
3 3

3 3
lim limln

3 3x x

x x

x x 

 
   

 
    ទ តដ់ែលម្គនសមកីារ 3x   ជាអាសុមីតូតឈរននត្កា   c   
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3 3

3 3
lim 0 lim ln

3 3x x

x x

x x 

 
   

 
   ទ តដ់ែលម្គនសមកីារ 3x    ជាអាសុមីតូតឈរននត្កា   c  

      b.សិកាអបេរភាពនន  g x  បលើ [0, 3)    

     3

3

x
x

x




 ម្គនបែរបីវបលើ (3, 3)   ែូបចាោះ  

3
ln

3

x
g x

x





 ម្គនបែរបីវបលើ (3, 3)  

      តាង    
 

2

3 6

3 3

x
u x u x

x x


  

 
  

      
 

 

 

  

2

6

3 6

3 3 3

3

u x x
g x

xu x x x

x

 
   

  



  

     បយើងប ើញថា   3 3x x   វជិ្ជម្គនបលើ (3, 3)  

     ែូបចាោះ  g x  វជិ្ជម្គនបលើ (3, 3)  និង g  បកើនបលើ (3, 3)  

 តារាងអបេរភាព 

 

 

    គ.a.កំណតស់មកីារ  ទ ត ់  ោះ  T  បៅនឹងត្កា   c   ត្តង ់o ។  

        បយើងបាន  
6 2

0
9 3

g     

       សមីការ  ទ ត ់ ោះ  T  គឺ  

           0 0 0y g x g    

       ឬ 2

3
y x  

      b.សងត់្កា  c  និង  ទ ត ់ ោះ  T   

      . សិកាសញ្ញា នន  g x  បៅតាមតនមលនន ( 3, 3)x     

x  3                                               3   
 g x    
 
 g x  
 

                                                     
 

   
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          បយើងប ើញថា g  ជាអនុគមនប៍កើនបលើ (3, 3)  និង  0 0g    

          ចំប ោះ    0, 0 0x g x g    ,  ចំប ោះ    0; 0 0x g x g     

     ង.a. គណ បែរបីវននអនុគមន ៍    .h x x g x   

                
  

3 6
ln

3 3 3

x x
h x g x xg x

x x x


    

  
 

          ែូបចាោះ  
  

3 6
ln

3 3 3

x x
h x

x x x


  

  
     

        b.គណ  
1 1

0 0

3
ln

3

x
I g x dx dx

x


 

   

         បយើងបត្ ើលទធ្ លខាងបលើបយើងបានត្ពីមទីីវនន 
  

3 6
ln

3 3 3

x x

x x x




  
  គឺអនគុមន ៍ 3

ln
3

x
x

x




  

          
     

1 1 1

0 0 0

3 6 6
ln

3 3 3 3 3

x x x
g x dx dx dx

x x x x x

 
    

     
     

             
  

11 1

0 00

6

3 3

x
g x dx xg x dx

x x
          

          
  

 
11 1

2

20 0 0

6 2 8
3 3 ln 9 3ln

3 3 9 9

x x
dx x

x x x


     
       

               
1

0

8 8
1 3ln ln 2 3ln

9 9
g x dx g     ។ 

 7. កាុង លងត់្ ោ ប់ោយតរំុយអរតូណរបម  , ,o i j   ; (ឯកតា:2cm) ។ 

     បគម្គនអនគុមន ៍ f  និង g  កំណតប់លើសណំុំចំននួពិត  បោយ: 

       xf x x e   និង    1 xg x x e   និងបគតាង  c  និង  c  ត្កា ននអនុគម៍ f  និង g  បនោះ។ 

      ក.a.កំណតល់មីីតននអនុគម៍ f  និង g   ត្តង់  និង  ។ 

         b. ង្ហា ញថា  ទ ត ់    ដែលម្គនសមកីារ y x  ជាអាសុីមតូតននត្កា   c ។ 

         c.សិកាអបេរភាពននអនគុមន ៍ f  និង អនគុមន ៍ g  បលើ  ។ 

         d.សងត់ារាងអបេរភាពននអនុគមន ៍ f  និង អនុគមន ៍ g ។ 
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     ខ.ចំប ោះត្គ ច់ំនួនពិត x  បគតាង      h x f x g x    

        a. ង្ហា ញថាត្គ ច់ំនួនពតិ x ,    1h x g x    ។ 

        b.ទាញយកទិសបៅអបេរភាពននអនុគមន ៍h  បលើសំណំុចំនួនពិត ។ 

        c.ស្រាយ ញ្ញជ កថ់ាត្កា   c និង  c  ម្គនចំណុចត្ សពវដតមួយគតដ់ែលម្គនអា ស់ុីសរ សវ់ាតាងបោយ  

             បៅបលើចប ល ោះ [1,2]  ។ ចូរកណំតត់នមលអមនន  amplitude 110  ។ 

        d.សិកាបៅតាមតនមលនន x  ទីតាងំបធៀ គ្នា រវាង  c និង  c ។ 

       គ.សង ់ ទ ត ់    និងត្កា   c និង  c ។ 

        .ចំប ោះត្គ ច់ំននួពិត x  បគតាង    
0

x

x h t dt     

        a.បត្ ើអាបំតត្កាលបោយដ្ាកគណ   x  ។ 

        b.ទាញយកជារាងកបនាមសនិទាននន   ន្ទត្កឡាជា 2cm  ននដែនដែលអមបោយត្កា   c  និង  c  ,  

           អ័កសអរបោបណ នងិ   ទ តដ់ែលម្គនសមីការ x   ។ 

           ចបមលើយ: 

           បគម្គនអនគុមន៍ f និង g  កំណតប់លើ  បោយ   xf x x e   និង    1 xg x x e  ;  c   និង 

           c  ជាត្កា តាងអនុគមនទ៍ាងំពីរបនោះ។ 

     ក.a.កំណតល់មីីត f  ត្តង់  និង   

 ត្តង់   

  1 ;
x

x e
f x x e x

x

 
    

 
 បយើងែងឹថា lim

x

x

e

x
  , lim 1

x

x

e

x

 
   

 
 

និង lim
x

x


   , ែូបចាោះ lim 1
x

x

e
x

x

 
   

 
 និង  lim

x
f x


    

 ត្តង់   
lim 0x

x
e


  ប ោះបយើងបាន  lim x

x
x e


    និង  lim

x
f x


    

កំណតល់ីមីតនន g  ត្តង់  និង   
 ត្តង់   

 lim 1 ; lim x

x x
x e

 
      ប ោះបយើងបាន  lim 1 x

x
x e


     

 lim
x

g x


    



52 
 

 ត្តង់   
lim 0x

x
e


  និង lim 0x

x
xe


  ,   x xg x e xe   ប ោះបយើងបាន  lim 0

x
g x


   

  ទ ត ់  x ox  ដែលម្គនសមីការ 0y   ជាអាសុីមតូតនន  c  ។ 

         b. ង្ហា ញថា  ទ ត ់    ដែលម្គនសមកីារ y x  ជាអាសុីមតូតននត្កា   c  ។  

បយើងសកិាលមីីតនន  f x x  ។   xf x x e    បយើងបាន   lim 0
x

f x x


     ទ តដ់ែល

ម្គនសមកីារ y x  ជាអាសុីមតូតននត្កា   c  ត្តង ់  ។    

         c.សិកាអបេរភាពននអនគុមន ៍ f   

  xf x x e   បយើងបាន   1 xf x e     
-ចំប ោះ 0x   ,   0f x    
-ចំប ោះ 0x   , xe  ធំជាង 1 , ែូបចាោះ  f x អវជិ្ជម្គនោចខ់ាត និង f  ជាអនុគមនច៍ោុះោចខ់ាតបៅ
បលើ (0, )   ។ 
-ចំប ោះ 0x   , xe  តូចជាង 1 , ែូបចាោះ  f x វជិ្ជម្គនោចខ់ាត និង f  ជាអនុគមនប៍កើនបៅបលើ 
( ,0)   ។ 
សិកាអបេរភាពននអនុគមន ៍ g   
   1 xg x x e   បយើងបាន    1x x xg x e x e xe        ,  g x  ម្គនសញ្ញា ែូច  x   

-ចំប ោះ 0x   ,   0g x    
-ចំប ោះ 0x   , 0x   , ែូបចាោះ  g x អវជិ្ជម្គនោចខ់ាតនងិ g  ជាអនុគមនច៍ុោះោចខ់ាតបលើ 
(0, )   ។ 
-ចំប ោះ 0x   , 0x   , ែូបចាោះ  g x វជិ្ជម្គនោចខ់ាតនិង g ជាអនគុមនប៍កើនោចខ់ាតបលើ 
( ,0)   ។ 

      d.តារាងអបេរភាពនន f  និង g   

             

 

 

             

      ខ.ចំប ោះត្គ ច់ំនួនពិត x  បគបាន      h x f x g x    

        a. ង្ហា ញថាត្គ ច់ំនួនពតិ x ,    1h x g x     

x            0             
 f x              0        
 
 f x  
  

           1   
 

                       

x           0            
 g x             0       
 
 g x  

              1  
 
0                        
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        បយើងបាន          1 1 1 1x x xh x f x g x e xe e x g x              

        ចបំ ោះត្គ  ់ x  ,    1h x g x     

        b.ទាញយកទិសបៅអបេរភាពនន h  បលើ   

        បយើងប ើញបៅចបមលើយខាងបលើ g  ម្គនអតិ រម្គត្តង ់ 1x   ែូបចាោះត្គ  ់ *x ,   1g x   បយើងទាញ 

        បានត្គ  ់ *x ,   1 g x  វជិ្ជម្គនោចខ់ាតនិងសនូយត្តង ់ 0x  , h  ជាអនុគមនប៍កើនោចខ់ាតបលើ ។  

        c.ស្រាយ ញ្ញជ កថ់ាត្កា   c  និង  c  ម្គនចំនុចត្ សពវដតមយួ ។ 

        បែើមបីរកចំណុចត្ សពវនន  c និង  c បយើងរកចនំួនននឬសរ ស់សមីការ  

               0f x g x f x g x     ឬ   0h x   ។ បយើងសកិាលមីីតនន h  ត្តង ់  និង    

        បែើមបីរកចបមលើយននសមីការ   0h x   ។ 

 ត្តង ់   

      2x x x x

x

x
h x f x g x x e e xe e x

e

 
         

 
  

lim 0
xx

x

e
  ,  lim 2

x
x


    និង lim x

x
e


  , ែូបចាោះ  lim

x
h x


    

 ត្តង ់  
 lim

x
f x


   និង  lim 0

x
g x


  បយើងបាន     lim

x
f x g x


     

ែូបចាោះ  lim
x

h x


   និង  lim
x

h x


    

h  ជាអនុគមនម៍្គនបែរបីវបលើ  និង បកើនោចខ់ាតបលើ  និង  h   ។ បយើងទាញបាន hជាអនុ
វតានម៍ួយទលម់យួពី  បៅកាុង ។ 0  ជាធាតុមយួនន ែូបចាោះវាម្គន   ដតមយួគតន់ន ដែល 
  0h    ។ សមកីារ   0h x  ម្គនឬសដតមយួគតគ់ ឺ ។ ត្កា   c  និង  c  ម្គនចំណុចត្ សពវ

ដតមួយគតដ់ែលម្គនអា ស់ុសី  ។ ប្ទៀងផ្ទទ តថ់ា [1,2]  ។ បយើងគណ  : 
     1 1 1 1 1.71h f g e       ,       2 22 2 2 2 2h f g e e        

បយើងបាន      1 0 2h h h   , h  ជាអនុគមនប៍កើនបលើ បយើងទាញបាន 1 2   ឬ 
[1,2]  ។ សិកាតនមលអមនន  ដែលម្គន amplitude 110  :  1.6 0.3h    ,  1.7 0.05h   

   1.6 0 1.7h h   ែូបចាោះ  1.6 1.7   ។ 

         d.សិកាបៅតាមតនមលនន x  ទីតាងំបធៀ គ្នា រវាង  c  និង  c  ។ 

          បយើងត្តូវសិកាសញ្ញា នន    f x g x  ែូបចាោះគសឺញ្ញា នន  h x  ។ h  ជាអនគុមនប៍កើនបលើ និង  
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            0h    , ត្គ  ់ x   ,   0h x   និងត្គ  ់ x   ,    0h x  ។ 

          ែូបចាោះបយើងអាចសនាោិា នបានថា : 

 ចំប ោះ    , 0x f x g x    
    ែូបចាោះ ត្កា   c បៅបត្កាម  c ។ 
 ចំប ោះ    , 0x f x g x    
ែូបចាោះ ត្កា   c បៅបលើ  c  ។ 

     គ.សង ់ ទ ត ់    និងត្កា   c  និង  c   

      .ចំប ោះត្គ ច់ំនួនពិត x  បគតាង    
0

x

x h t dt     

       a.គណ   x   

                
0 0

x x
t t tx h t dt t e e te dt         

            
0 0 0 0

2 2
x t x x

t t t tt e te dt tdt e dt te dt           

       ែូបចាោះ    
2 2

0 0 0
0

2 2 1
2 2

x
x xx

t t x tt x
x e te dt e te dt

 
          

 
    

            
0

x
tI te dt   តាង     1u t t u t    ,    t tv t e v t e      

            
0 00

1
xx x

t t x t x xI te e dt xe e xe e               

                
2 2

2 1 1 3 1
2 2

x x x x xx x
x e xe e xe e             

            ចំប ោះត្គ  ់ x  ,    
2

3 1
2

x xx
x xe e      

           b.គណ ជា 2cm  ន្ទត្កឡាននដែនដែលអមបោយ  c  និង  c  , អ័កសអរបោបននិង  ទ តដ់ែលម្គន 

           សមកីារ x   ។ ឯកតា 2cm  ែូបចាោះឯកតាត្កឡាន្ទគឺ 24cm  ។ បៅបលើ [0, ]  បយើងប ើញត្កា   

            c បៅបត្កាម   c ។ ន្ទត្កឡាដែលត្តូវរកគឺ     
0

S g x f x dx


   ឯកតាន្ទត្កឡា។ 

            2

0
4S f x g x dx cm

    
     
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         
2

2 24 4 3 3
2

S cm e e cm 
  

 
        

 
  

           បយើងចងប់ានកបនាមសនិទាននន   បយើងត្តូវ ំបាត ់e  ដែល   ប្ទៀងផ្ទទ ត ់    f g    

           ែូបចាោះ  1e e      ឬ  2
2

e e  
 


   


 (ពីបត្ ោះ 2   ) 

            
2 2

2 23
4 3 3 4 3

2 2 2 2
S cm cm

   
 

 

   
          

    
 

           
  3 22 4 2 12

2
S

  



  



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ចំៃៃួកុំផ្លិច 
 

     I. មមម ៀៃសមខេប 
          ក.ចំនួនកុំ្លចិកាុងទត្មងព់ជិ្គណិត  

 -ចំនួនកុំ្លិច 𝒛 = 𝒂 + 𝒃𝒊 បៅថាទត្មងព់ិជ្គណិតននចំនួនកុំ្ លិច។ 

  𝒂 បៅថាដ្ាកពតិ បហើយ 𝒃 បៅថាដ្ាកនិមិតា ដែល 𝒂 និង 𝒃 ជាចំនួនពិត និង 𝒊𝟐 = −𝟏 ។ 

 -ប ើ 𝑧1 = 𝑎1 + 𝑖𝑏1  និង   𝑧2 = 𝑎2 + 𝑖𝑏2 ប ោះបគបាន 

       𝑧1 = 𝑧2  ⇔   (𝑎1 = 𝑎2)   និង   (𝑏1 = 𝑏2)   
       𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎1 + 𝑎2) + 𝑖(𝑏1 + 𝑏2)   
       𝑧1 − 𝑧2 = (𝑎1 − 𝑎2) + 𝑖(𝑏1 − 𝑏2)   
       𝑧1 ∙ 𝑧2   = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2) + 𝑖(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2)   

        1 1 2 21 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

a ib a ibz a ib a a bb a b a b
i

z a ib a b a b a b

   
   

   
  

 -ចំនួនកុំ្លិចឆ្ល ស់ននចំននួកុំ្លិច 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖  តាងបោយ 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑖𝑏    

 -ចំនួនកុំ្លិច្ទុយននចំនួនកុំ្លិច 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖  តាងបោយ −𝑧 = −𝑎 − 𝑖𝑏  

   ចំនួនកុំ្ លិចកាុង លងក់ុំ្ លិច z a ib   តាងបោយចណុំច M  ម្គនកអូរបោបន  ,a b  កាុងតត្មុយ 

   អរតណូរបម  xoy  ។ ចំប ោះ z a ib  អាចតាងបោយវុចិទរ័  ,OM a b  បគថា OM  ជាវុចិទរ័រូ  

   ភាពននចំនួនកុំ្លិច z a ib  ។ ចណុំចកាុងតត្មុយតាងចំននួកុំ្លចិ  លងដ់ែលត្ ោ ប់ោយតត្មុយបនោះបៅ 

   ថា លងក់ុំ្លិច ។ អ័កស  x ox  ជាអ័កសដ្ាកពិត បហើយអក័ស  y oy  បៅថាអក័សដ្ាកនិមិតា ។ ្ល ូកនន 

             ចំនួនកុំ្លចិម្គនរ ូភាពជា្ល កូវុចិទរ័កាុង លងក់ុំ្លចិ ។ 

        ខ.ចំនួនកុំ្ លិចកាុងទត្មងត់្តីបកាណម្គត្ត 

 -ប ើបគម្គនចំនួនកុំ្ លិច 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖  ប ោះម ឌូលុនន 𝑧 តាងបោយ  

               𝑟 = |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2  
 -ប ើ 𝑧 ជាចំននួកុំ្លចិប ោះ |𝑧| = |𝑧̅| = |−𝑧|  

 -ប ើ 𝑧1 និង 𝑧2 ជាចំនួនកុំ្លិចប ោះបគបាន |𝑧1 ∙ 𝑧2| = |𝑧1| ∙ |𝑧2| 
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  |
𝑧1

𝑧2
| =

|𝑧1|

|𝑧2|
    ;      |𝑧1 + 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2|  

 -វុចិទរ័ 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ជារូ ភាពននចំននួកុំ្លចិ 𝑧 តាង 𝜑 ជាមុំតូច ំ្ុតនន  (𝑂𝑥⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )  

  𝜑 បៅថាអាគយុម ងន់នចំនួនកុំ្លិច 𝑧 ។ បែើមបគីណ មុំ 𝜑 បយើងត្តូវបោោះ 

 ស្រាយត្ ពន័ធសមីការ : 

 {
cos𝜑 =

𝑎

√𝑎2+𝑏2
=

𝑎

𝑟

sin𝜑 =
𝑏

√𝑎2+𝑏2
=

𝑏

𝑟

  

 𝑧 = 𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)  បៅថាទត្មងត់្តីបកាណម្គត្តននចំនួនកុំ្លចិ 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 

-ប ើ 𝑧1 = 𝑟1(cos𝜑1 + 𝑖 sin𝜑1) និង 𝑧2 = 𝑟2(cos𝜑2 + 𝑖 sin𝜑2) ប ោះបគបាន 

  𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2[cos(𝜑1 + 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 + 𝜑2)]  
   𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
[cos(𝜑1 − 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 − 𝜑2)]  

   𝑧𝑛 = [𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)]𝑛 = 𝑟𝑛[cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑)]   ; 𝑛 ជាចំនួនគតរ់ុឡឺាទី  

 ដមលងវលិជ្ុំវញិគលត់ត្មុយនន លងក់ុំ្លិចជាទូបៅម្គនចំននួកុំ្លចិ cos sinz i     

ប ើ  M z   ជារូ ភាពនន  M z  តាម ដមលងវលិ្ចិត O   (O   ជាគលត់ត្មុយ) នឹងមុំ   ប ោះ 

 cos sinz i z     ។ 

       គ.សវ័យគណុ n  និង ឬសទី n  ននចំនួនកុំ្លិច 

    (cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)𝑛 = cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑)  (ត្ទីសាី ទែឺមរ័)(Moivre) 

 -ប ើ 𝑧 = 𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑) ជាចំននួកុំ្លចិមិនសូនយ បហើយ 𝒏 ជាចំនួនគតវ់ជិ្ជម្គន 

            ប ោះ 𝑧 ម្គន 𝑛 ឬសទី 𝑛 គឺ 𝑤0, 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛−1 កំណតប់ោយ : 

 2 2
cos sinn

k

k k
w r i

n n

         
     

    
 ដែល  0,1,2, , 1k n     

        . អនុវតានច៍ំននួកុំ្លិចកាុងធរណីម្គត្ត 

 -ជាទូបៅ ប ើ  1A z  និង  2B z  ជារូ ភាពននចំនួនកុំ្លចិ 1z  និង 2z  ប ោះចម្គា យ  

 
2 1 1 2AB z z z z     ។ 

-ជាទូបៅ ប ើបគម្គន 1z  និង 2z  ជាចំននួកុំ្លិចដែលម្គនរូ ភាពបរៀងគ្នា   1A z  និង  2B z  បហើយ 

ចំណុច   P z  ជារូ ភាពននចនំួនកុំ្ លិច z  ដែល P  សថិតបៅបលើ AB  បហើយដចក AB  តាម្លបធៀ  
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 :m n   ប ោះបគបាន 1 2

1

z z
z









 ដែល m

n
   ។ 

 - ជាទូបៅ ប ើ  A z  ,  1B z  និង  2C z   បងកើតបានត្តីបកាណ ABC  ប ោះបគបាន 

 2

1

z zAC

AB z z





 បហើយ 2

1

arg
z z

BAC
z z

 
   

 
  

II.លហំាតគ់ំ  ូ 
     កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តវូខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត ់។ 

 1.គណ  𝑧1 + 𝑧2 , 𝑧1 − 𝑧2 , 𝑧1𝑧2 និង 𝑧1

𝑧2
  

    ក. 𝑧1 = −3   ;    𝑧2 = 2 − 𝑖            ខ. 𝑧1 = √3 + 𝑖√2  ;   𝑧2 = −𝑖√2  

    គ. 𝑧1 = 2 − 𝑖√3  ;    𝑧2 = 2 + 𝑖√3  

    ចបមលើយ 

    ក. 𝑧1 + 𝑧2 = −1 − 𝑖  
  𝑧1 − 𝑧2 = −3 − (2 − 𝑖) = −3 − 2 + 𝑖 = −5 + 𝑖  

 𝑧1𝑧2 = −3(2 − 𝑖) = −6 + 𝑖3 

 𝑧1

𝑧2
 = −3

2−𝑖
 = −3(2+𝑖)

4−𝑖2
 = −3(2+𝑖)

4+1
 = −3

5
 (2 + 𝑖)  = − 6

5
− 𝑖

3

5
  

   ខ. 𝑧1 = √3 + 𝑖√2  ;   𝑧2 = −𝑖√2  
           𝑧1 + 𝑧2 = (√3 + 𝑖√2) + (−𝑖√2) = √3   
 𝑧1 − 𝑧2  = (√3 + 𝑖√2)— 𝑖√2 = √3 + 𝑖√2 + 𝑖√2  = √3 + 𝑖2√2  
 𝑧1𝑧2 = (√3 + 𝑖√2)(−𝑖√2) = (√3)(−𝑖√2) + (𝑖√2)(−𝑖√2)  
          = −𝑖√6 − 𝑖2(√2)

2
= 2 − 𝑖√6   

           𝑧1

𝑧2
 = (√3+𝑖√2)

(−𝑖√2)
 = (√3+𝑖√2)(−𝑖√2)

(−𝑖√2)
 = −𝑖√6+(𝑖√2)(−𝑖√2)

2𝑖2
 

                = (−𝑖√6+2)

−2
= −1 + 𝑖

√6

2
  

គ. 𝑧1 = 2 − 𝑖√3  ,   𝑧2 = 2 + 𝑖√3  
    𝑧1 + 𝑧2 = (2 − 𝑖√3) + (2 + 𝑖√3) = 4   
    𝑧1 − 𝑧2 = (2 − 𝑖√3) − (2 + 𝑖√3) = −𝑖2√3  
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    𝑧1𝑧2 = (2 − 𝑖√3)(2 + 𝑖√3) = 4 − 𝑖2(√3)
2  = 4 + 3 = 7  

    𝑧1

𝑧2
 = (2−𝑖√3)

(2+𝑖√3)
 = (2−𝑖√3)(2−𝑖√3)

(2+𝑖√3)(2−𝑖√3)
  = 4−2×2(𝑖√3)+(𝑖√3)

2

7
 = 4−𝑖4√3−3

7
  

          = 1−𝑖4√3

7
  = 1

7
− 𝑖

4√3

7
  

2.សរបសរចំននួកុំ្លចិខាងបត្កាមជាទត្មងព់ិជ្គណិត 𝑎 + 𝑖𝑏  

   ក. 𝑧 = √2+𝑖√2

√2−𝑖√2
  ខ. 𝑧 = (3 + 𝑖)(5 − 2𝑖)  

   គ. 𝑧 = (4 − 7𝑖)3   . 𝑧 =
6−7𝑖

1+𝑖
  

 ចបមលើយ 

   ក. 𝑧 = √2+𝑖√2

√2−𝑖√2
 = (√2+𝑖√2)(√2+𝑖√2)

(√2−𝑖√2)(√2+𝑖√2)
 = 2+𝑖4−2

2+2
 = 𝑖  

   ខ. 𝑧 = (3 + 𝑖)(5 − 2𝑖) = 15 − 6𝑖 + 5𝑖 − 2𝑖2  = 17 − 𝑖   

   គ. 𝑧 = (4 − 7𝑖)3  

      បយើងបត្ ើឯកលកខណោះភាព (𝑎 − 𝑏)3 = 𝑎3 − 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 − 𝑏3  
      𝑧 = (4 − 7𝑖)3 = 43 − 3 × 42 × 7𝑖 + 3 × 4 × (7𝑖)2 − (7𝑖)3  
         = 64 − 336𝑖 − 588 + 343𝑖   
      បយើងបាន 𝑧 = −524 + 7𝑖  

    .  𝑧 = 6−7𝑖

1+𝑖
 = (6−7𝑖)(1−𝑖)

(1+𝑖)(1−𝑖)
 = 6−6𝑖−7𝑖+7𝑖2

1−𝑖2
 = −1−13𝑖

2
 = −1

2
−

13

2
𝑖  

3.សរបសរចំននួកុំ្លចិខាងបត្កាមជាទត្មងត្តីបកាណម្គត្ត 

   ក. 𝑧 = √3 + 𝑖   ខ. 𝑧 = 1 + 𝑖  

   គ. 𝑧 = 1 − 𝑖√3   . 𝑧 = −
1

2
+ 𝑖

√3

2
  

   ចបមលើយ 

    ក. 𝑧 = √3 + 𝑖 = 2(
√3

2
+ 𝑖

1

2
)  

        បយើងអាចទាញបាន 3
cos

2
    និង 1

sin
2

       𝜑 =
𝜋

6
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        ែូបចាោះ  2 cos sin
6 6

z i
  

  
 

     

 បយើងបាន 𝑧 ម្គនម ូឌលុ 2 និង អាគយុម ង ់𝜋
6
  

 រប ៀ មយ  ងបទៀតតាមរូ មនា 

 𝑟 = √(√3)
2
+ 12 = √4 = 2  

 3
cos

2

a

r
   , 1

sin
2

b

r
       បយើងបាន 𝜑 =

𝝅

𝟔
  

 ែូបចាោះ z = 2 (cos
𝛑

𝟔
+ isin

π

6
)  

    ខ. 𝑧 = 1 + 𝑖  
        𝑟 = √12 + 12 = √2 

 {
cos𝜑 =

𝑎

𝑟
=

1

√2
=

√2

2

sin𝜑 =
𝑏

𝑟
=

1

√2
=

√2

2

    ⇒     𝜑 =
𝜋

4
  

 ែូបចាោះ 𝑧 = √2 (cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
)  

     គ. 𝑧 = 1 − 𝑖√3   

 𝑟 = √1 + (√3)
2

= √4 = 2  

 {
cos𝜑 =

1

2

sin𝜑 = −
√3

2

    ⇒     𝜑 = −
𝜋

3
  

 ែូបចាោះ 𝑧 = 2[cos (−
𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

𝜋

3
)]  

    . 𝑧 = −
1

2
+ 𝑖

√3

2
  

        𝑟 = √(−
1

2
)
2
+ (

√3

2
)
2

= √
1

4
+

3

4
= √1 = 1 , {

cos𝜑 =
−

1

2

1
= −

1

2

sin𝜑 =
√3

2

1
=

√3

2

    ⇒     𝜑 =
2𝜋

3
  

        ែូបចាោះ  𝑧 = cos
2𝜋

3
+ 𝑖 sin

2𝜋

3
  

4. បគម្គនចំននួកុំ្លចិ 𝑍 = 𝑧+2−𝑖

𝑧+𝑖
  

    បគឲ្យ 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 និង 𝑧 ≠ −𝑖  
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 ក. សរបសរ 𝑍 ជាទត្មងព់ិជ្គណិតជាអនុគមនន៍ន 𝑎 និង 𝑏   

 ខ. រកទំ ក់ទំនងរវាង 𝑎 និង 𝑏 បែើមបីឲ្យ 𝑍 ជាចំនួនពតិ 

 គ. រកទំ ក់ទំនងរវាង 𝑎 និង 𝑏 បែើមបីឲ្យ 𝑍 ជាចំនួននមិិតា 

    ចបមលើយ 

    ក. សរបសរ  𝑍 ជាទត្មងព់ជិ្គណិតជាអនុគមនន៍ន 𝑎 និង 𝑏 

              𝑍 = 𝑎+𝑖𝑏+2−𝑖

𝑎+𝑖𝑏+𝑖
 = (𝑎+2)+𝑖(𝑏−1)

𝑎+𝑖(𝑏+1)
  = [(𝑎+2)+𝑖(𝑏−1)][𝑎−𝑖(𝑏+1)]

[𝑎+𝑖(𝑏+1)][𝑎−𝑖(𝑏+1)]   

           = 
𝑎(𝑎+2)−𝑖2(𝑏−1)(𝑏+1)+𝑖𝑎(𝑏−1)−𝑖(𝑎+2)(𝑏+1)

𝑎2+(𝑏+1)2   

           = 
𝑎(𝑎+2)+(𝑏−1)(𝑏+1)

𝑎2+(𝑏+1)2
+ 𝑖 

−2(𝑎+𝑏+1)

𝑎2+(𝑏+1)2   

    ខ. 𝑍 ជាចំនួនពិតលុោះត្តាដតដ្ាកនិមិតាបសមើ 0 បយើងបាន −2(𝑎 + 𝑏 + 1) = 0 និង (𝑎 ≠ 0និង𝑏 ≠ −1)  

     ែូបចាោះ ទំ ក់ទំនងរវាង 𝑎 និង 𝑏 បែើមបីឲ្យ 𝑍 ជាចំនួនពតិគ ឺ𝑎 + 𝑏 + 1 = 0 និង (𝑎 ≠ 0 និង 𝑏 ≠ −1) 

    គ. 𝑍 ជាចំនួននិមិតាលុោះត្តាដតដ្ាកពិតបសមើ 0 បយើងបាន 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎 − 1 = 0 និង  (𝑎 ≠ 0 នងិ 𝑏 ≠ −1)  

     ែូបចាោះ ទំ ក់ទំនងរវាង 𝑎 និង 𝑏 បែើមបីឲ្យ 𝑍 ចំនួននិមិតាគ ឺ𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎 − 1 = 0និង(𝑎 ≠ 0 និង 𝑏 ≠ −1) 

  5. ក. បោោះស្រាយបៅកាុង ℂ សមកីារ 𝑧2 − 2√2𝑧 + 4 = 0 

         បយើងតាង 𝑧1 ជាឬសរ សស់មីការដែលដ្ាកនិមតិាវជិ្ជម្គននិង 𝑧2 ជាឬសមួយបទៀត។ 

      ខ. a.កំណតម់ ឌូុល និង អាគុយម ងន់នចំននួកុំ្លិច 𝑧1 និង 𝑧2 

          b.កំណតម់ ូឌុល និង អាគុយម ងន់នចំននួកុំ្លិច (𝑧1

𝑧2
)
2
  

 ចបមលើយ 

 ក. បោោះស្រាយបៅកាុង ℂ សមីការ 𝑧2 − 2√2𝑧 + 4 = 0 

     Δ = (2√2)
2
− 4 × 1 × 4 = 8 − 16 = −8 = (𝑖√8)

2
= (2𝑖√2)

2 

     𝑧1 = 2√2+2𝑖√2

2
 = √2 + 𝑖√2  ;    𝑧2 = 2√2−2𝑖√2

2
 = √2 − 𝑖√2  

 ខ.a.កំណតម់ ូឌុល និង អាគុយម ង ់𝑧1 និង 𝑧2 

     𝑧1 = √2 + 𝑖√2   ;   |𝑧1| = 𝑟1 = √2 + 2 = 2  និង {
cos θ1 =

√2

2

sinθ1 =
√2

2

    ⇒     𝜃1 =
𝜋

4
   



62 
 

     បយើងបានទត្មងត់្តីបកាណម្គត្តនន 𝑧1 = 2(𝑐𝑜𝑠
𝜋

4
+ 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
)  

    𝑧2 = √2 − 𝑖√2      ;     |𝑧2| = 𝑟2 = √2 + 2 = 2 និង {
cos θ2 =

√2

2

  sin θ2 = −
√2

2

   ⇒  𝜃2 = −
𝜋

4
   

     បយើងបានទត្មងត់្តីបកាណម្គត្តនន  𝑧2 = 2(cos(−
𝜋

4
) + 𝑖 sin(−

𝜋

4
)) 

     b. កំណតម់ ូឌលុ នងិ អាគយុម ងន់ន (𝑧1

𝑧2
)
2
   

     𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
[cos(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 − 𝜃2)]  

     𝑧1

𝑧2
 = 2

2
[cos (

𝜋

4
− (−

𝜋

4
)) + 𝑖 sin (

𝜋

4
− (−

𝜋

4
))]   = cos

𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
  

    (𝑧1

𝑧2
)
2 = (cos

𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
)
2

= cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋  

    (𝑧1

𝑧2
)
2
  ម្គនម ូឌលុ |(𝑧1

𝑧2
)
2

| = 1   និង អាគយុម ងប់សមើ 𝜋   

6. កំណត ់cos3  និង sin3  ជាអនុគមនន៍ន cos  និង sin  ។ 

    ចបមលើយ 

    បយើងបត្ ើត្ទសីាី ទែឺមរ័ :      cos sin cos sin
n

i n i n         

    𝑛 = 3 បយើងបាន      
3

cos sin cos 3 sin 3i i          

    មយ  ងបទៀត  
3 3 2 2 3cos sin cos 3 cos sin 3cos sin sini i i                                      

    បត្ ោះ  (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3  

        
3 3 2 2 3cos sin cos 3cos sin 3cos sin sini i                  

    បយើងបាន   3 2 3 2 3cos3 cos 3cos sin cos 3 cos 1 cos 4cos 3cos                                   

          2 3 2 3 3sin3 3cos sin sin 3 1 sin sin sin 3sin 4sin                         

  7.  ក.គណ   𝑖𝑛 ចំប ោះតនមលននចំនួនគតរ់ឡឺាទ ី 𝑛 ≥ 1 ។ 

       ខ.ទាញរកតនមល  𝑖2014 
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                ចបមលើយ 

     ក. ចំប ោះ 𝑛 = 1                  𝑖 = 𝑖 

         ចំប ោះ 𝑛 = 2                  𝑖2 = −1   

         ចំប ោះ 𝑛 = 3                  𝑖3 = 𝑖2 × 𝑖 = −1 × 𝑖 = −𝑖  

         ចំប ោះ 𝑛 = 4                  𝑖4 = 𝑖3 × 𝑖 = −𝑖2 = 1  

         ចំប ោះ 𝑛 = 5                  𝑖5 = 𝑖4 × 𝑖 = 1 × 𝑖 = 𝑖  

         បយើងប ើងម្គនខួ បសមើ 4 សត្ម្គ ស់្វីតននសវ័យគុណរ ស់ 𝒊 

         ែូបចាោះ ប ើ 𝑛 = 4𝑘 ចំប ោះ 𝑘 ជាចំននួគតរ់ឡឺាទី វជិ្ជម្គនប ោះ 𝑖4𝑘 = 1 

               ប ើ 𝑛 = 4𝑘 + 1 ចំប ោះ 𝑘 ជាចំននួគតរ់ឡឺាទី វជិ្ជម្គនប ោះ 𝑖4𝑘+1 = 𝑖 

     ប ើ 𝑛 = 4𝑘 + 2 ចំប ោះ 𝑘 ជាចំននួគតរ់ឡឺាទី វជិ្ជម្គនប ោះ 𝑖4𝑘+2 = −1 

     ប ើ 𝑛 = 4𝑘 + 3 ចំប ោះ 𝑘 ជាចំននួគតរ់ឡឺាទី វជិ្ជម្គនប ោះ 𝑖4𝑘+3 = −𝑖 

 ខ.ទាញយកពលីទធ្លខាងបលើគណ  𝑖2014 

    តាមវធិីដចកអឺ លីែ  2014   បោយ 4 បយើងបាន   2014 = 503 × 4 + 2 

    ែូបចាោះ 𝑖2014 = 𝑖4𝑘+2 ដែល 𝑘 = 503 

    វបិាក 𝑖2014 = −1 

8.បោោះស្រាយបៅកាុងសំណំុចំនួនកុំ្លិច ℂ សមីការ (𝐸): (𝑧2 + 1)(𝑧2 + 2) = 0  
   ចបមលើយ 

  (𝐸): (𝑧2 + 1)(𝑧2 + 2) = 0 បោយគតិែល ់ 𝑖2 = −1 

  (𝐸) ⇔ (𝑧2 − 𝑖2)(𝑧2 − 2𝑖2) = 0  ⇔ (𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)(𝑧 + 𝑖√2)(𝑧 − 𝑖√2) = 0 

   បយើងបានឬសរ ស់សមកីារ 𝑧1 = 𝑖   ;    𝑧2 = −𝑖   ;   𝑧3 = −𝑖√2   ;    𝑧4 = 𝑖√2 

9.បគកំណតប់ៅកាុងសំណំុចំនួនកុំ្ លិច ℂ សមីការ (𝐸):   𝑧3 + 8 = 0 

   ក.កំណតច់ំននួពិត , ,a b c  បែើមបឲី្យ   3 28 2z z az bz c       

   ខ.បោោះស្រាយសមីការ 3 8 0z    

   គ.សរបសរជាទត្មងត់្តីបកាណម្គត្ត ឬស 1 2 3, ,z z z  រ ស់សមីការ  E   
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    ចបមលើយ   

    ក.កំណតច់ំននួពិត 𝑎, 𝑏, 𝑐 បែើមបីឲ្យ   𝑧3 + 8 = (𝑧 + 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 4 )  

      (បត្ ើឯកលកខណោះភាព 𝑎3 + 𝑏3 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2) 

      (𝑧 + 2)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) = 𝑎𝑧3 + (𝑏 + 2𝑎)𝑧2 + (𝑐 + 2𝑏)𝑧 + 2𝑐 
       𝑧3 + 8 = 𝑎𝑧3 + (𝑏 + 2𝑎)𝑧2 + (𝑐 + 2𝑏)𝑧 + 2𝑐  

      បយើងបាន {
𝑎 = 1

𝑏 + 2𝑎 = 0
𝑐 + 2𝑏 = 0

2𝑐 = 8

      ឬ   {
𝑎 = 1

𝑏 = −2
𝑐 = 4

     

       𝑧3 + 8 = (𝑧 + 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) 
     ខ.បោោះស្រាយសមកីារ 𝑧3 + 8 = 0 

        𝑧3 + 8 = 0    ⇔    (𝑧 + 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) = 0 ⇔ 𝑧 = −2 ឬ 𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0 

                 ⇔  𝑧 = −2 ឬ (𝑧 − 1)2 = −3  ⇔   𝑧 = −2 ឬ (𝑧 − 1)2 = (𝑖√3)
2 

       ⇔  𝑧 = −2 ឬ  𝑧 − 1 = 𝑖√3 ឬ 𝑧 − 1 = −𝑖√3 
       ⇔   𝑧 = −2 ឬ  𝑧 = 1 + 𝑖√3 ឬ 𝑧 = 1 − 𝑖√3 
  ចបមលើយរ សស់មីការគឺ : 𝑧1 = −2     ;        𝑧2 = 1 + 𝑖√3   ;     𝑧3 = 1 − 𝑖√3 

     គ.សរបសរជាទត្មងត់្តីបកាណម្គត្ត ឬសរ ស់សមកីារ (𝐸) 
    𝑧1 = −2 = 2(−1 + 𝑖0) = 2(cos 𝜋 + 𝑖 sin𝜋) 
    𝑧2 = 1 + 𝑖√3 = 2(

1

2
+ 𝑖

√3

2
) = 2 (cos

𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
 ) 

    𝑧3 = 1 − 𝑖√3 = 2(
1

2
− 𝑖

√3

2
) = 2[cos(−

𝜋

3
) + 𝑖 sin(−

𝜋

3
)] 

10.បោោះស្រាយសមកីារ  3 8 0z     

 ចបមលើយ 

 3 38 0 8z z      ឬ 3 8z     

 8 8 0i      ម្គនម ឌូុល  
2

8 0 8r       

 បោយ 8
cos 1

8

a

r



     និង 0

sin 0
8

b

r
     បយើងបាន     

 វបិាក :  8 8 cos sini      
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 ឬសទី 3  នន 8  កំណតប់ោយ 3 2 2
8 cos sin

3 3
k

k k
w i

         
     

    
 , 0,1,2k    

 ប ើ 0

1 3
0 2 cos sin 2 1 3

3 3 2 2
k w i i i

    
              

  

 ប ើ  11 2 cos sin 2k w i         

 ប ើ 2

5 5
2 2 cos sin 1 3

3 3
k w i i

  
      

 
  

11.ក.សរបសរជាទត្មងព់ិជ្គណិតចំនួនកុំ្លចិ  
2

1 2i  និង  
3

3 2i   

    ខ.សរបសរជាទត្មងព់ិជ្គណិត្ល ូក S  ដែល : 

               2 2 2 2 3 2 2001 2 2002S i i i i i             

    ចបមលើយ 

    ក.    
2 2

1 2 1 4 2 1 4 4 3 4i i i i i           បគបាន  
2

1 2 3 4i i     

             
3

3 2 27 3 9 2 3 3 4 8 9 46i i i i                 

         បគបាន  
3

3 2 9 46i i      

    ខ.សរបសរជាទត្មងព់ិជ្គណិតនន្ល កូ S ម្គន 2002  តួ ដែល ដំ កជាពី្ល ូក : 

       
'

2002 2 2 3 2001 2002

S

S i i i i i
 

        
 
 

  

       'S  ជា្ល ូកតួននសវុ ីតតគ្នា ននសវុ ីតនពវនាដែលម្គន្លសងរួមបសមើ i   

        '
2002 2002

2003 1001 2005003
2

i i
S i i


      

        ែបូចាោះ 4004 2005003S i    

12.បគម្គនចនំួនកុំ្ លិច 1 2 3z i   និង 2 4 5z i    ដែលម្គនរូ ភាព  1A z  និង  2B z   

     ក.រកចំនួនកុំ្ លិចតាងបអាយវុចិទរ័ AB   

     ខ.រកចំនួនកុំ្ លិចដែលម្គនរូ ភាពចណុំចកណ្តា ល I  នន [AB]   

    ចបមលើយ 
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 ក.បយើងកណំតស់របសរ  z AB  ចំនួនកុំ្លចិតាងបអាយវុចិទរ័ AB   

    2 1 4 5 2 3 6 8B Az AB z z z z i i i              

 ខ.បយើងកណំតស់របសរ  z I  ចំនួនកុំ្លចិដែលម្គនរូ ភាព I   

   1 2 2 3 4 5 2 2
1

2 2 2 2

A Bz z z z i i i
z I i

      
          

13.បៅកាុង  បគម្គនសមកីារ  2 4cos 4cos2 2 0z z      ដែល ( , )       ។ 

     ក.កំណតត់នមលនន   បែើមបឲី្យចបមលើយរ ស់សមកីារជាចំនួនពតិ ។ 

     ខ.បគឲ្យ 5

6


   ។ បោោះស្រាយសមកីារខាងបលើបោយឲ្យចបមលើយជាទត្មងត់្តីបកាណម្គត្ត ។ 

 ចបមលើយ 

 ក.បែើមបីឲ្យចបមលើយរ សស់មកីារជាចំនួនពិតវាត្តូវដត 0    ។ 

 បយើងគណ   : 

    
22 24 4cos 4 4cos2 2 16cos 16cos2 8b ac               

 ដត 2cos2 2cos 1     

 ែូបចាោះ 2 2 216cos 32cos 16 8 16cos 8            

  21 1 1
16 cos 16 cos cos

2 2 2
  

   
        

    
  

 2 2
0 cos ,

2 2


 
     

 
 ឬ 3 3

, ,
4 4 4 4

   


   
     
   

  

 ខ. 5 3
cos

6 2


    

 តាមសណួំរខាងបលើបយើងបាន : 
2

2 23 3
16cos 8 16 8 16 8 4 4

2 4
i

 
                

 
 

 សមីការម្គនឬសកុំ្លចិពីរឆ្ល ស់គ្នា   
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1

3
4 2

2
3

2 2

i
b

z i
a

 
   

         ; 
2 1 3z z i     

បយើងបានសណំុំចបមលើយ   3 , 3 iS i     

សរបសរ 
1z  ជាទត្មងត់្តបីកាណម្គត្ត 

 
2

2

1 3 1 2z      

តាង
1  អាគុយម ងន់ន 1z   

1

1

1

1

3
cos

2

1
sin

2

a

z

b

z






  



 



 បយើងបាន 1 2
6

k


    ; k   

ទត្មងត់្តបីកាណម្គត្តនន 1 2 cos sin
6 6

z i
  

  
 

  

សរបសទត្មងត់្តីបកាណម្គត្តនន 
2z   

2 1 1 2z z z    , អាគុយម ងន់ន 2 1 1argz arg 2z z k     ; k   

បយើងបានទត្មងត់្តីបកាណម្គត្តនន 
2z  គឺ 2 2 cos sin

6 6
z i

     
       

    
 ។ 

14. ក.គណ 2 3 4 5, , ,i i i i  រួចរក ni ជាអនុគមនន៍នតនមលចនំួនគត ់រុឡឺាទី វជិ្ជម្គន n  ។ 

     ខ.សរបសរ1
i
 ជាទត្មងព់ិជ្គណិត រួចសរបសរ 1

ni
 ជាអនគុមន៍នតនមលចនំួនគត ់រុឡឺាទ ីវជិ្ជម្គន n  ។ 

      ចបមលើយ  

      ក. បយើងបាន : 

        2 3 2 4 3 2 5 41, , 1,i i i i i i i i i i i i i                  

        បយើងសបងកតប ើញថា , 1,i i   និង1 បកើតប ើងវញិែដែលៗ ។ 

         ង្ហា ញថាត្គ ច់ំនួនគតរ់ុឡឺាទី វជិ្ជម្គន p ; 4 4 1 4 2 4 31, , 1,p p p pi i i i i i          

        ចំប ោះត្គ ច់ំននួគតរ់ុឡឺាទ ីវជិ្ជម្គន p :  4 4 1 1
p

p pi i     
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             4 1 4 1 11p pi i i i i        
              4 2 4 2 1 1 1p pi i i          

              4 3 4 3 1p pi i i i i          

      ខ.  2 1i     ឲំ្យ 1i i    បគបាន 1 i
i
   បគអាចសរបសរ  1i i     

 បោយ  11 n
n

n
i i

i

    ,    
1

1
n n n

n
i i

i
       

 បយើងបាន  
4 4

4

1
1 1

p p

p
i

i
     ;  4n p   

   
4 1 4 1

4 1

1
1 1

p p

p
i i i

i

 


         ;  4 1n p    

     
4 2 4 2

4 2

1
1 1 1 1

p p

p
i

i

 


         ;  4 2n p    

       
4 3 4 3

4 3

1
1 1

p p

p
i i i

i

 


         ;  4 3n p    

  

   



69 
 

មកាៃ៊ិក 
I.មមម ៀៃសមខេប 

 1.ប៉ា រ៉ាបលូ 
    ក.សមីការសាងោ់ននបា រា   ូលដែលម្គនកំពូលជាគលអ់័កសកូអរបោបន 

កំពូល កំណំុ   ទ តត់្បា ទ់សិ សមីការសាងោ់ ពណ៌  
 
 

 0,0  

 
 

 ,0p  

 
 

x p   

 
 

2 4y px  

អ័កសឆលុោះជាអ័កសអា ស់ុសី 
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
   ទិស 0x   
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
   ទិស 0x   

 
 

 0,0  

 
 

 0, p  

 
 

y p   

 
 

2 4x py  

អ័កសឆលុោះជាអ័កសអរបោបន 
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
   ទិស 0y   
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
   ទិស 0y   

  

   ខ.សមីការសាងោននបា រា   លូដែលម្គនកំពូលខុសពគីលអ់ក័សកូអរបោបន 

 
កំពូល 

 

 
កំណំុ 

 
  ទ ត ់
ត្បា ទ់សិ 

 
សមីការសាងោ់ 

 
ពណ៌  

 
 ,h k  

 
 ,h p k  

 
x h p   

 
   

2
4y k p x h    

អ័កសឆលុោះជាអ័កសបែក 
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
  ទិស 0x   
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
  ទិស 0x   

 
 ,h k  

 
 ,h k p  

 
y k p   

 
   

2
4x h p y k    

អ័កសឆលុោះជាអ័កសឈរ 
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
  ទិស 0y   
 0p  បា រា   ូលដ រភាព្តបៅរក 
  ទិស 0x   
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  2.មអលបី 
     ក.សមីការសាងោ់ននបអលី ដែលម្គន្ចិតជាគលអ់ក័សកូអរបោបន 

្ចិត អ័កសធ ំ កំណំុ កំពូល សមីការសាងោ់ 
 

 0,0  
 

បៅបលើអក័ស 
អា ស់ុសី 

 
 ,0c  

 
 ,0a  

2 2

2 2
1

x y

a b
   

0a b  ដែល
2 2 2c a b   

 
 0,0  

 
បៅបលើអក័សអរបោបន 

 
 0, c  

 
 0, a  

2 2

2 2
1

x y

b a
   

0a b  ដែល
2 2 2c a b   

     

     ខ.សមីការសាងោ់ននបអលី ដែលម្គនកំពូលខុសពគីលអ់ក័សកូអរបោបន 

្ចិត អ័កសធ ំ កំណំុ កំពូល សមីការសាងោ់ 
 

 ,h k  
 

ជាអ័កសបែក 
 

 ,h c k  
 

 ,h a k  
   

2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

0a b  ដែល
2 2 2c a b   

 
 ,h k  

 
ជាអ័កសឈរ 

 
 ,h k c  

 
 ,h k a  

   
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

0a b  ដែល
2 2 2c a b   

  3.អុសី្ែបលូ 
     ក.សមីការសាងោ់ននអុីដព ូលដែលម្គន្ចិតជាគលអ់័កសកអូរបោបន 

 
្ចិត 

 

 
អ័កសទទងឹ 

 
កំណំុ 

 
កំពួល 

 
សមីការ 
សាងោ់ 

 
អាសុីមតតូ 

 
 0,0  

 
បៅបលើអក័សអា ់

សុីស 
 

 
 ,0c និង
 ,0c  

 
 ,0a និង
 ,0a  

 
2 2

2 2
1

x y

a b
   

2 2 2c a b   

 
b

y x
a

 និង
b

y x
a

   
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 0,0  

 

 
បៅបលើអក័សអរ
បោបន 

 

 
 0,c និង
 0, c  

 
 0,a និង
 0, a  

 
2 2

2 2
1

y x

a b
   

2 2 2c a b   

 
a

y x
b

 និង
a

y x
b

   

 

     ខ.សមីការសាងោ់ននអុីដព ូលដែលម្គន្ចិតខសុពីគលអ់័កសកូអរបោបន 

្ចិត អ័កសទទងឹ កំណំុ កំពួល សមីការសាងោ់ អាសុីមតតូ 
 

 ,h k  
ស្រស នឹង
អ័កសអា ់
សុីស 

 ,h c k

និង
 ,h c k  

 ,h a k

និង
 ,h a k  

   
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

2 2 2c a b   

 
b

y k x h
a

  

និង

 
b

y k x h
a

    

 
 ,h k  

ស្រស នឹង
អ័កសអរ
បោបន 

 ,h k c

និង
 ,h k c  

 ,h k a

និង
 ,h k a  

   
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

2 2 2c a b   

 
a

y k x h
b

  

និង

 
a

y k x h
b

    

 

II.លហំាតគ់ំ  ូ
   កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត ់។  

      1.រកសមកីារសាងោ់នន 

      បា រា   ូល ដែលម្គន 

      កំណំុត្តងច់ំណុច  0, 1F    

      និង  ទ តត់្បា  ់ទិស 1y  ។ 

      សងត់្កា  ។ 

      ចបមលើយ  

      កំណំុF  សថិតបៅបលើអ័កសអរបោបន 

      ប ោះអ័កសឆលុោះជាអ័កសអរបោបន។  បោយកំពលូសថិតបៅបលើអ័កសឆលុោះនិងជាចណុំច 

      កណ្តា លរវាងកណំុំនិងចំនុចត្ សពវរវាង   ទ តត់្បា ទ់ិសនិងអក័សឆលុោះប ោះកពំូលម្គនកូអរបោបន (0,0)  ។      

     បយើងបានកំពូលជាគល ់អ័កសកូអរបោបន ែូបចាោះបា រា   ូល ម្គនសមីការ 2 4x py , 
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        0, 0, 1 1F p F p       
     បយើងបាន 2 4x y   បា រា   ូលកាតត់ាមចំណុច    2, 1 ; 2, 1    ។ 

  2.បា រា   ូលមួយម្គនកំពលូបៅត្តងច់ំណុច  0,0O  និងកំណំុF  សថិតបៅបលើអ័កសអា ស់ុីស។ 

 ក.រកសមកីារសាងោ់ននបា រា   លូប ើវាកាតត់ាមចណុំច  8,8A  ។ 

 ខ.រកតនមលនន
1x  ប ើចំណុច  1, 4B x  សថិតបៅបលើបា រា   លូ។  សងត់្កា  ។ 

    ចបមលើយ 

    ក.បា រា   ូលម្គនកំពលូ  0,0O  

         និងកំណំុសថិតបៅបលើអ័កស 

        អា ស់ុសីប ោះ អ័កសអា ស់ុីស 

         ជាអ័កសឆលុោះននបា រា   លូ។  

         សមីការននបា រា   ូលម្គន 

         រាង 2 4y px ,  8,8A បៅ 

         បលើបា រា   ូលបយើងបាន 

        28 4 8 2p p      

        ែូបចាោះ សមីការសាងោ់ននបា រា   ូលគ ឺ

         2 8y x  ,    : ,0 2,0F p   

       ខ.រកតនមលនន
1x  

           1, 4B x  បៅបលើបា រា   ូលដែលម្គនសមីការ  
22

1 18 4 8y x x    ឬ
1 2x       

    3.រកសមកីារសាងោ់ននបា រា   លូដែលម្គនកពំូល  2,1 និង កណំុំត្តងច់ំណុច  4,1  ។ សងត់្កា  ។   

        ចបមលើយ 

        អ័កសឆលុោះននបា រា   ូល ជាអ័កសបែក 

       (កំពូលនិង កំណំុម្គនអរបោបនែូចគ្នា )  

        បយើងបត្ ើសមកីារ :    
2

4y k p x h    

        កំពូល    : , 2,1 2, 1V h k h k     
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        កំណំុ    : , 4,1 4F h p k h p      ឬ 2p   សមីការសាងោ់រននបា រា   ូលបនោះគ ឺ

          
2

1 8 2y x   សមីការ  ទ តត់្បា ទ់សិ 0x h p    

  4.រកកូអរបោបនកពំូល កណំុំ នងិ សមកីារ  ទ តត់្បា ទ់ិសននបា រា   ូលដែលម្គនសមីការ    
2

1 4 3x y   ។  

     សងត់្កា  ។ 

     ចបមលើយ 

     សមីការបនោះម្គនរាង :     
2

4x h p y k    ដែលម្គនកណំុំម្គនក ូអរបោបន  ,h k p  

     កំពូល  ,h k និង  ទ តត់្បា ទ់សិម្គនសមីការ y k p  បោយបត្ ៀ បធៀ  

        
2

1 4 3x y   និងសមីការខាង 

     បលើបយើងបាន 1, 3, 1h k p    

     កូអរបោបនកំពូល    , 1,3h k        

     កូអរបោបនកំណំុ    , 1,4h k p   

     សមីការ  ទ តត់្បា ទ់សិ 

      3 1 2y k p      

  

 

   5. រកសមកីារសាងោ់ននបអល ីដែលម្គនកំណំុមួយជាចំណុច  1,0 និង ចំណុចកពំូលពរីម្គនកូអរបោបន  2,0  

      និង  2,0 រួចសងប់អល ីប ោះ ។ 

      ចបមលើយ 

      បោយកំពលូជាចំណុច  2,0   

      និង  2,0 ប ោះ្ចតិននបអលី គ ឺ

      គលអ់័កស  0,0O បហើយ 

      អ័កសធំជាអ័កសអា ស់ុសី។ 
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   

   

,0 2,0 2

,0 1,0 1

a a

c c

  

  
 

      2 2 2c a b    ឬ  2 2 2 4 1 3b a c      

      បអលី ម្គនសមកីារ : 
2 2

1
4 3

x y
   

  6.បគឲ្យសមីការ  2 236 4 36x y   

     ក.  ង្ហា ញថាសមកីារបនោះជាសមីការបអលី ។ រកត្ ដវងអ័កសធ,ំអ័កសតូច,កូអរបោបនននកំពូល 

          ទាងំពរី និង កូអរបោបនននកំណំុទាងំពីរននបអលី ។ 

     ខ. សងប់អលី ប ោះ។ 

     ចបមលើយ 

     ក. បយើងដចកអងាទាងំពីរននសមីការបោយ36  

       បយើងបាន 
2 236 4

1
36 36

x y
  ឬ 

2 2

2 2
1

1 3

x y
     វាម្គនរាង  

2 2

2 2
1

x y

b a
  ,  0a b   

       ជាសមកីារបអលី  ដែលម្គន្ចិតជាគល ់អ័កសកូអរបោបន និងម្គនអ័កសធំបៅបលើអ័កស អរបោបន ។   

       តាមសមកីារបនោះ បយើងទាញបាន 

      3a    និង  1b   ត្ ដវងអ័កសធ ំ

     2 2 3 6a      និង ត្ ដវងអ័កសតូច 

     2 2 1 2b        កំពូលទាងំពីរម្គន  

     កូអរបោបន   0,3  និង  0, 3   

     បយើងបាន 2 2 2 2 23 1 8c a b      

    2 2c  ,    កណំុំទាងំពីរម្គនកូអរបោ 

     បន  0,2 2   និង  0, 2 2     

   ខ.សងប់អលី ដែលម្គនសមីការ  2 236 4 36x y   
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7. រកសមីការននបអលី ដែលម្គនកំពូលទាងំពីរជាចំណុច  3,2  និង  5,2 និង ម្គន 

      អ័កសតូចម្គនត្ ដវង 4  ឯកតា ។ សងប់អលី  ។ 

      ចបមលើយ 

      កំពូលទាងំពីរសថតិបៅ 

      បលើអ័កសបែកប ោះបអល ី 

      ម្គនសមកីារសាងោ់ 

        
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

      បោយ្ចិតននបអលី ជា 

      ចំណុចកណ្តា លននអងកត ់

      ភាជ  ក់ំពលូទាងំពីរប ោះបគបានកូអរបោបននន្ចិតបអលី  : 

       5 3 2 2
,

2 2
h k
   

  
   

ឬ  1, 2h k   

      ត្ ដវងអ័កសធំ             
2 2 22 5 3 2 2 8 8a         

      ត្ ដវងអ័កសតូច       2 4 2b b    

      ែូបចាោះ សមកីារសាងោ់ននបអលី គឺ    
2 2

2 2

1 2
1

4 2

x y 
 

 
ឬ    

2 2
1 2

1
16 4

x y 
   

    8. បគម្គនសមកីារ  2 24 16x y     

       ក.  ង្ហា ញថាសមីការបនោះជាសមកីារអុីដព ូល។ 

            កណំតក់ូអរបោបនកំពលូ និង កូអរបោបនកណំុំ។ 

       ខ. រកអាសុីមតូត។ 

       គ.សងអ់ុីដព ូល។ 

      ចបមលើយ  

      ក.បគម្គន 2 24 16x y  បយើងដចកអងាទាងំពីរបោយ16  
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      បយើងបាន  
2 24

1
16 16

x y
    ឬ 

2 2

2 2
1

4 2

x y
   

      បយើងបាន     4, 2a b   

      កូអរបោបនកំពលូទាងំពីរគឺ  4,0 និង  4,0  

      2 2 2 16 4 20c a b     បយើងបាន   20 2 5c    

      កូអរបោបនននកណំុំទាងំពីរគ ឺ  2 5,0 និង  2 5,0  

     ខ.សមីការអាសុីមតូត 

 b
y x

a
  និង b

y x
a

     

 ែូបចាោះ 1

2
y x  និង 1

2
y x   

     គ.សងអ់ុីដព ូល 

        បែើមបីសងអ់ុីដព ូលបគ 

        បៅកំពលូ និង គូសចត ុ

        បកាណដកងដែលម្គន 

         បណ្តា យ 8ឯកតា 

        នងិទទងឹត្ ដវង4ឯកតាបហើយ្ចិតបៅគលអ់័កសកអូរបោបន។ រចួបយើងគសូអាសុីមតតូបោយ 

          ល យអងកតត់្ទូងននចតុបកាណដកងបនោះ។ រចួបយើងគូសអុដីព លូ ។ 

    9.បគឲ្យសមីការ     2 216 4 36y x     

      ក. ង្ហា ញថាសមកីារបនោះជាសមីការអុីដព លូ។  

         កំណតក់ូអរបោបនននកំពលូ និង កំណំុរ ស់អុីដព ូល។ 

      ខ.រកសមកីារអាសុីមតូតននអុដីព ូល។ 

      គ.សងអ់ុីដព ូលប ោះ។ 

      ចបមលើយ 

      ក. បយើងដចកអងាទាងំពីរននសមីការ 2 216 4 36y x   បោយ36  
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          បយើងបាន  
2 216 4

1
36 36

y x
   ឬ 

2 24
1

9 9

y x
   ឬ 

2 2

2 2
1

33

2

y x
 

 
 
 

 

          ែូបចាោះវាម្គនរាង  
2 2

2 2
1

y x

a b
   ដែលជាសមកីារអុីដព ូលម្គនអ័កសទទឹងបៅបលើអក័ស 

          អរបោបន  បយើងបាន  3
, 3

2
a b     កូអរបោបនកំពលូទាងំពីរគឺ 

3
0,

2

 
 
 

 និង 
3

0,
2

 
 

 
 

         
2

2 2 2 23 9 45 9
3 9 5

2 4 4 4
c a b

 
         

 
 

          3
5

2
c    កូអរបោបនននកណំុំគឺ 

3
0, 5

2

 
 
 

 និង 
3

0, 5
2

 
 

 
 

     ខ.សមីការអាសុីមតូត   

       
3

12

3 2

a
y x x x

b
     ឬ  1

2
y x  

       
3

12

3 2

a
y x x x

b
       ឬ 1

2
y x   

      គ.បែើមបីសងអ់ុីដព ូល 

         បយើងបៅកំពលូបហើយ 

         គូសចតុបកាណដកង 

         ដែលម្គន បណ្តា យ 6  ឯកតា និង ទទឹង3ឯកតាបហើយម្គន ្ចិតបៅគលអ់័កសកូអរបោបន។គូសអងកតត់្ទូង 

        នងិ   ល យអងកតត់្ទងូទាងំពីរបយើងបានអាសុីមតតូទាងំពីររ ស់អុីដព លូប ោះ។ 
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សមីកា ឌីមផ្ ៉ាខស់្សែល 
I.មមម ៀៃសមខេប 

  1.សមីកា ឌីមផ្ ៉ាខស់្សែលលំដាបទ់1ី 
 នយិមនយ័  : សមីការឌីប្រ  ងដ់សយលលីបនដអ៊ែលោំ ទ់ី 1 បមគុណបេរអូម ូដសន 

 (អងាទ ី2 បសមើសនូយ) ជាសមីការដែលម្គនរាងទូបៅ 0y ay      (a   ជាចំនួនបេរ)។ 

 ចបមលើយទបូៅននសមកីារគឺ axy Ae ដែល Aជាចំនួនបេរណ្តមយួកប៏ាន។ 

បែើមបីបោោះស្រាយសមកីារឌីប្រ  ងដ់សយលលបីនដអ៊ែលំោ ទ់ី 1 បមគណុបេរ 
មិនអូម ូដសន    , 0y ay p x p x      បគត្តូវ  : 

- រកអនុគមនច៍បមលើយទូបៅននសមីការ 0y ay     តាងបោយ 
cy  

- រកអនុគមនច៍បមលើយពិបសសននសមកីារ  y ay p x    តាងបោយ py  
- ចបមលើយទបូៅននសមកីារ  y ay p x    គឺអនុគមន ៍ y ដែល : c py y y  ។ 

វធិបីម្រមបរមួលថេរ : បែើមបីបោោះស្រាយសមីការ  y ay p x      ( ), 0E p x   

ប ោះបគត្តូវ : 
- រកចបមលើយទូបៅននសមីការ 0y ay    គឺ axy Ae ( Aជាចំនួនបេរណ្តមួយក៏បាន) 
- កាុងចបមលើយ axy Ae ជ្ំនួសចំននួបេរ A បោយអនុគមន ៍  A x  
- ពី   axy A x e ទាញរក y   រួចយក y និង yជ្ំនួសកាុងសមីការ  y ay p x    

បែើមបីទាញរក  A x បគបាន : 

 
 

   

ax

ax ax

y A x e

y A x e aA x e



 



  
  

         : ax ax axE A x e aA x e aA x e p x        
      axA x e p x    
      axA x e p x    
      axA x e p x dx c   , c  ជាចនំួនបេរណ្តមយួកប៏ាន              
ែូបចាោះ  ax axy e e p x dx c   

   

ចបមលើយទបូៅនន  E  គឺ  ax ax axy ce e e p x dx      

ដែល ax

cy ce និង  ax ax

py e e p x dx   ។ 
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  2.សមីកា ឌីមផ្ ៉ាខស់្សែលលីមៃស្អ៊ែលំដាបទ់ ី2 
 នយិមនយ័  : សមីការឌីប្រ  ងដ់សយលលីបនដអ៊ែលោំ ទ់ី 2 អូម ូដសន និងម្គនបមគណុបេរ 

ជាសមកីារដែលអាចសរបសជារាងទូបៅ 0ay by cy     ដែល , ,a b cជាចំនួនពិត 

និង 0a  ។ 

ែំបណ្តោះស្រាយសមីការឌីប្រ  ងដ់សយលលបីនដអ៊ែលំោ ទ់ ី2 អូម ូដសននិងម្គនបមគណុបេរ 

ជាទូថៅ:  

-សមីការឌីប្រ  ងដ់សយលលីបនដអ៊ែលំោ ទ ី2 0y by cy     អាចសរបសរ 

                        ជាសមីការ     0y y y y         ដែល   និង ជាឬសននសមកីារ 

                        សម្គា ល ់  2 0b c      ។ 

-សមីការសម្គា ល់ 2 0b c    ននសមកីារឌីប្រ  ងដ់សយល 0y by cy     

                        អាចម្គនឬស 2 ជាចំននួពិតប្សងគ្នា  ឬម្គនឬសឌុ ជាចំននួពិត ឬ ម្គនឬស 

                        2 ជាចំននួកុំ្ លិច។ 

 ជាទូថៅ:  -រកសមកីារសម្គា ល ់ 2 0b c    ននសមីការឌីប្រ  ងដ់សយល 0y by cy     

-ប ើសមីការសម្គា លម់្គនឬស 2 ជាចំនួនពិតប្សងគ្នា  
1  និង

2  ប ោះ 
 សមីការ 0y by cy    ម្គនចបមលើយទូបៅ x xy Ae Be   ដែល A និងB  
 ជាចំនួនបេរណ្តមួយក៏បាន    

 - 1 2,x xy e y e    ជាចបមលើយបគ្នល។ 

 ជាទូថៅ:  ប ើសមីការសម្គា ល់ 2 0b c    ននសមីការឌីប្រ  ងដ់សយល 

                       0y by cy    ម្គនឬសឌុ ជាចំនួនពិតគឺ 
1 2    ប ោះបគបានចបមលើយ 

  ទូបៅននសមីការឌីប្រ  ងដ់សយលបនោះគឺ x xy Axe Be   ដែល A និងB ជា 

                      ចំនួនបេរណ្តមួយក៏បាន។ 1

xy xe និង 2

xy e ជាចបមលើយបគ្នល។ 

  ជាទូថៅ: ប ើសមីការសម្គា ល់ 2 0b c    ននសមីការឌីប្រ  ងដ់សយល 0y by cy      

  ម្គនឬសកុំ្លិច 
1 i    និង

2 i    ប ោះបគបានចបមលើយទូបៅនន 

                      សមីការឌីប្រ  ងដ់សយលបនោះគឺ  cos sinxy e C x D x    ដែលC និង 
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                     Dជាចំនួនបេរណ្តមួយក៏បាន។ 

 រថបៀបថដាោះស្រាយសមកីារឌថីេរង៉ម់្សែលលថីនម្ ៊ែលដំាបទ់ ី2 មនិ មូ៉ូម្សន 

  y by cy p x    ,   0p x    

-  ដសវងរកចបមលើយពិបសសមិនអូម ដូសន តាងបោយ py  ននសមកីារ  y by cy p x       ដែល py  

    ម្គនទត្មងែ់ូចអងាទី 2    p x  

-  រកចបមលើយទូបៅតាងបោយ 
cy ននសមីការលីបនដអ៊ែលំោ ទ់ី 2 អូម ូដសន 0y by cy       

-  បគបានចបមលើយទូបៅននសមកីារលីបនដអ៊ែលំោ ទ់ី 2 មិនអូម ូដសន ជា្ល កូនន cy   និង py  គឺ  

   c py y y  ។ 

II.លំហាតគ់ំ  ូ
   កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត ់។      

1.បោោះស្រាយសមីការឌីប្រ  ងដ់សយល 0y y      

        កាុងលកខខណឌ  0 1y  ;  0 1y   ;   22y e ។     

        ចបមលើយ  

            ចបមលើយទូបៅនន 0y y    បយើងបាន dy
y

dx
  ឬ 

dy
dx

y
  

            ែូបចាោះ ln y x c    ឬ xy Ae   ( Aជាចំនួនបេរណ្តមយួ) 

                xy Ae  ជាចបមលើយទូបៅននសមីការ ' 0y y   

- កាុងលកខខណឌ    00 1 1y Ae    ឬ 1A   
xy e  ជាចបមលើយពិបសសននសមកីារ 0y y   កាុងលកខខណឌ   0 1y   

- កាុងលកខខណឌ    00 1 1y Ae      ឬ 1A    
xy e   ជាចបមលើយពិបសសននសមកីារ 0y y    កាុងលកខខណឌ   0 1y    

-  កាុងលកខខណឌ    2 2 22y e Ae e    ឬ 1A   
xy e  ជាចបមលើយពិបសសននសមកីារ 0y y    កាុងលកខខណឌ    22y e  

     2.បោោះស្រាយសមីការ 2 0y y     កាុងលកខខណឌ    22y e  
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        ចបមលើយទូបៅនន 2 0y y    បយើងបាន 2y y   ឬ 2
dy

y
dx

  

        2
dy

dx
y
    ឬ  ln 2y x c   

         ែូបចាោះ 2xy Ae  ( Aជាចំនួនបេរណ្តមួយក៏បាន) ជាចបមលើយទូបៅននសមីការ 

         2 0y y   ។ កាុងលកខខណឌ    22y e  បយើងបាន 2 2 2 2Ae e A e     

         ែូបចាោះ   2 22 2 xxy e e e
    ជាចបមលើយពិបសសននសមីការ 2 0y y   កាុងលកខខណឌ  

           22y e   ។ 

    3.បោោះស្រាយសមីការ  2 2 3y y x      E  

         ចបមលើយ 

- បោោះស្រាយសមកីារ  2 0y y     ឬ  2y y     

2
dy

y
dx

     ឲំ្យ  2
dy

dx
y
   

 ln 2y x c       បយើងបាន   2x

cy Ae     cA e   

- រកចបមលើយពិបសសនន  E     py ax b    ,  
py a    

 E  2 2 3p py y x       
        2 2 3a ax b x      
       2 2 2 3ax a b x     

បគបាន  
2 2 1

2 3 1

a a

a b b

  
 

   
  

ែូបចាោះ  1py x    
- ែូបចាោះ ចបមលើយទូបៅរ ស់  E  គឺ 2 1x

c py y y Ae x       

    4.បោោះស្រាយសមីការឌបី្រ  ងដ់សយល 3 4 0y y y      E  ។ 

 រកចបមលើយពិបសសមយួននសមីការ  E  ប ើដខសបកាងអនុគមនច៍បមលើយកាតត់ាមចំនចុ 

           0,1  បហើយ  ទ ត ់ ោះត្តងច់ំនចុបនោះម្គនបមគណុត្បា ទ់ិសបសមើនងឹ 9  ។ 

 ចបមលើយ 

- បោោះស្រាយសមកីារ   :E  3 4 0y y y     
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សមីការ  E ម្គនសមីការសម្គា ល ់ 2 3 4 0     ;
1 21, 4      

ែូបចាោះ ចបមលើយទូបៅរ ស់សសមកីារ  E  គឺ 4x xy Ae Be    A  និង B   
ជាចំនួនបេរណ្តមួយ។ 

- រកចបមលើយពិបសសដែលដខសបកាងតាង 4x xy Ae Be   កាតត់ាមចំនុច  0, 1x y   បយើងបាន 
0 01 Ae Be    ឬ 1A B   បមគុណត្បា ទ់សិនន  ទ ត ់ ោះបៅដខសបកាងត្តង ់  0, 1x y   

បសមើ 9  បយើងបាន 44x xy Ae Be      
ជ្ំនួស 0x   បយើងបាន  4 9A B     

1

4 9

5 10

A B

A B

B

 

  


  

ឬ 2B    និង 1A     
ែូបចាោះ 42x xy e e     ជាចបមលើយពិបសសននសមកីារ  E  កាុងលកខខណឌ ដខសបកាងកាតត់ាមចំនចុ
 0, 1x y    និង បមគុណត្បា ទ់សិរ ស់  ទ ត ់ ោះបៅដខសបកាងត្តងច់ំនុចបនោះបសមើ 9។ 
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ប្រូបប 
I.មមម ៀៃសមខេប 

 ត្ពឹតាិការណ៍្លគុណនន A និង B ជាត្ សពវននត្ពឹតាកិារណ៍ A និងត្ពតឹាិការណ៍ B ។ 
 ត្ពឹតាិការណ៍្ល ូកនន A និង B ជាត្ ជ្ុំននត្ពឹតាកិារណ៍ A និងត្ពឹតាិការណ៍ B ។ 
 ត្ពឹតាិការណ៍ B និងត្ពឹតាកិារណ៍ Dជាត្ពឹតាិការណ៍មិនចុោះសត្មុង កាលណ្តត្ពឹតាិការណ៍ 

្លគណុនន B និង Dជាត្ពឹតាិការណ៍មនិអាចម្គន : B D   
 ត្ពឹតាិការណ៍ 2 ជាត្ពឹតាិការណ៍្ទុយគ្នា  ឬជាត្ពឹតាិការណ៍ បំពញគ្នា  កាលណ្តត្ពឹតាិការណ៍្លគណុននត្ពតឹាិការណ៍

ទាងំ 2 ជាត្ពឹតាិការណ៍មនិអាចម្គន និងត្ពតឹាិការណ៍្ល ូកននត្ពឹតាកិារណ៍ទាងំ 2 ជាត្ពឹតាិការណ៍ត្បាកែ : 
,A A A A S     

 បគបានត្ពឹតាិការណ៍ 2 ្ទុយគ្នា ជាត្ពឹតាិការណ៍មិនចុោះសត្មងុ។ 
 ត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍មួយ ជា្លបធៀ ននចំនួនករណីស្រស  

 និងចំននួករណីអាច  𝑃(𝐴) = ចាំនួនករណីស្រ  𝑛(𝐴)

ចាំនួនករណីអាច 𝑛(𝑆)
  

 ត្ ូបា ននលំហសណំ្តក 𝑆 បសមើនឹង 1 : 𝑃(𝑆) = 1 
 ត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍មិនអាចម្គនបសមើបសមើនងឹ 0 : 𝑃(∅) = 0 
 ត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍មួយកាុងលហំសណំ្តកជាចំនួនដែលបៅចប ល ោះ [0,1] 

0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1   
 ត្ ូបា ជាអនុវតាន ៍ដែលកណំតព់លីំហសណំ្តក 𝑆 បៅចប ល ោះ  [0,1] 

𝑃 ∶ 𝑆 → [0,1] 
 ត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍្លគណុ 𝐴 និង 𝐵 គឺ : 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵)  ប ើ 𝐴 និង 𝐵 មិនទាក់ទងគ្នា  
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵 ដែល 𝐴 បកើតមុន) ប ើ 𝐴 និង 𝐵 ទាកទ់ងគ្នា  

 ត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍្ល កូ 𝐴 និង 𝐵 គ:ឺ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)   
𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) ប ើ 𝐴 និង 𝐵 ជាត្ពឹតាិការណ៍មនិចុោះសត្មុង 

 ត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍្ទុយ 𝐴 គ:ឺ 𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴)  
 ប ើ 𝐴 និង 𝐵 ជាត្ពតឹាិការណ៍ 2 កាុងលហំសណំ្តកមយួដែល 𝑃(𝐴) ≠ 0 ប ោះត្ ូបា ម្គនលកខខណឌ នន

ត្ពឹតាិការណ៍ 𝐵 បោយែងឹថា 𝐴 គ:ឺ 𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
   

 បគអាចគណ បានែចូគ្នា  𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
    (𝑃(𝐵) ≠ 0) 

 តាមរូ មនាបនោះបគអាចទាញបានត្ ូបា ននត្ពឹតាកិារណ៍្លគណុ 𝐴 និង 𝐵  
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐵) × 𝑃(𝐴|𝐵) 
𝐴 និង 𝐵 ជាត្ពឹតាកិារណ៍ 2 ដែលម្គនត្ ូបា មនិសូនយ 

 បគថាត្ពតឹាិការណ៍ 𝐴 និង ត្ពឹតាកិារណ៍ 𝐵 មិនអាស្រសយ័គ្នា កាលណ្តត្ពតឹាិការណ៍ទាងំ 2 ប្ទៀងផ្ទទ តល់កខខណឌ ណ្ត
មួយកាុងចំបណ្តមលកខខណឌ ខាងបត្កាម : 
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1. 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵)  ឬ 
2. 𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴)  ឬ 
3. 𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐵)  

 បគថាត្ពតឹាិការណ៍ 𝐴 និងត្ពឹតាកិារណ៍ 𝐵 អាស្រសយ័គ្នា កាលណ្ត 
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ≠ 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵)  
រូ មនាត្ បូាសរ ុ    :  𝑃(𝐵) =  

1

( | ) ( )
n

i i

i

P B A P A


  

ត្ទឹសាី ទន បយស  :  
 

1

( | ) ( )
( | )

( | ) ( )

k k
k n

i i

i

P B A P A
P A B

P B A P A






 

II.លំហាតគ់ំ  ូ 
   កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត ់។ 
         1.កាុងបសោងមួយម្គន លីពណ៌ត្កហម 4  លីពណ៌បមម ចំនួន 3 និង លីពណ៌សចំនួន 1 ។  

              បគចា យ់កមាង លីចំននួ 3 ។ បគសនាិោា នថាត្ បូា ដែលចា ប់ានយក លីនមីួយៗជាសមត្ ូបា ។ 

    គណ ត្ បូា ននត្ពឹតាការណ៍ខាងបត្កាម  : 

    ក. ” យ ងតិចម្គន លពីីរពណ៌ត្កហម ” 

    ខ. ” យ ងតិចម្គន លពីីរពណ៌ែចូគ្នា  ” 

    គ. ”  លីទាងំ មី្គនពណ៌ខុសៗគ្នា  ” 

 ចបមលើយ : 

 បយើងម្គន លសីរុ ចនំួន 4 3 1 8    

សំណំុ S  ននដ្ាកដែលម្គនធាតុ ីរ ស់សំណំុ លីកាុងបសោងម្គន 

   
 

8!
8,3 8 7 56

3! 8 3 !
n S C    


  

 ក.ត្ពឹតាការណ៍ Aយ ងតចិម្គន លីពីរពណ៌ត្កហមគជឺាត្ ជ្ុនំនត្ពតឹាការណ៍ 

     
1A : “ ម្គន លីពីរពណ៌ត្កហមនងិមួយបទៀតមិនត្កហម” 

     
2A : ”  លីទាងំ ីពណ៌ត្កហម ” 

      បោយ 
1 2A A   
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       
   

 
 

 

 1 2

4,2 4,1 4,3
;

8,3 8,3

C C C
P A P A

C C


   

            
   

 

 

 1 2

4,2 4,1 4,3

8,3 8,3

C C C
P A P A P A

C C


     

       
4! 4! 4!

3 2 4 4 28 12! 2! 3! 3!

56 56 56 56 56 2


        

 ខ.ត្ពឹតាិការណ៍ B ” យ ងតចិម្គន លពីីរពណ៌ែូចគ្នា  ” 

     ត្ពឹតាកិារណ៍ B  អាចដចកជាពីរករណី 

     
1A : “  លីពីរពណ៌ត្កហម និងមយួបទៀតមិនត្កហម ” 

  បយើងបាន  
   

 1

4,2 4,1

8,3

C C
P A

C


       

     
2A : “  លីទាងំ ីពណ៌ត្កហម ” 

   
 

 2

4,3

8,3

C
P A

C
  

     
3A : “  លីពីរពណ៌បមម និងមួយបទៀតមិនបមម  ” 

   
   

 3

3,2 5,1

8,3

C C
P A

C


  

     
4A : “  លីទាងំ ីបមម  ” 

   
 4

1

8,3
P A

C
  

     បោយ 
1 2 3 4, , ,A A A A  មិនចុោះសត្មុងគ្នា ពីរៗបគបាន 

      
         

 

4,2 4,1 4,3 3,2 5,1 1 44 11

8,3 56 14

C C C C C
P B

C

    
    

 គ.ត្ពឹតាិការណ៍C  “ម្គន លទីាងំ ីពណ៌ខុសៗគ្នា ” 

    ត្ពឹតាកិារណ៍បនោះ បយើងយក លីមយួកាុងពណ៌នីមយួៗគបឺយើងយក លតី្កហម 1  

              កាុង 4 ជ្ំបរ ើស,  លីបមម  1 កាុង 3 ជ្ំបរ ើស,  លីស 1 កាុង 1ជ្ំបរ ើស 
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      
 

4 3 1 12 3

8,3 56 14
P C

C

 
    

2.កាុងថាា ក់បរៀនមួយម្គនសសិស 30  ក់ដែលកាុងប ោះ 14  ក់ជា រ។ី កាុងចំបណ្តម 

   សិសសទាងំប ោះ  រ ី8  ក់ នងិ  ុរស 4  ក់ជាសិសសបៅកាុងអបនាវាសិកោា ន។  

   សិសសែនទបទៀតបៅបត្ៅអបនាវាសិកោា ន។ បគបត្ជ្ើសបរ ើសសសិសម្គា ក់កាុងថាា ក់បនោះ 

   បោយនចែនយ។ កណំតត់្ពឹតាិការណ៍ខាងបត្កាម : 

 A : “ សិសសដែលបត្ជ្ើសបរ ើសជាសសិសបៅកាុងអបនាវាសិកោា ន ” 

 B : “ សិសសដែលបត្ជ្ើសបរ ើសជាសសិស ុរស ” 

 ក.-គណ ត្ ូបា ននត្ពឹតាការណ៍ A  រួចរកត្ ូបា ននត្ពឹតាការណ៍ B  

ខ.-គណ ត្ ូបា   |P B A  ម្គននយ័ថាត្ ូបា ននការបត្ជ្ើសបរ ើសសសិស ុរស 

              បោយែងឹថាជាសិសសបៅកាុងអបនាវាសិកោា ន។ 

    -កំណតត់្ ូបា ននត្ពតឹាិការណ៍ A B   

 ចបមលើយ 

 ក.បយើងអាចសបងខ សមមតិកមមខាងបលើកាុងតារាងខាងបត្កាម 

សិសស ចំនួន រ ី ចំនួន ុរស សរុ  
កាុងអបនាវាសិកោា ន 8 4 12 
បត្ៅអបនាវាសិកោា ន 6 12 18 

សរុ  14 16 30 
 

 វបិាក    
12 2

30 5
P A     

 បោយម្គន រ ី14 ែូបចាោះ សិសស រុសម្គន 16 

  
16 8

30 15
P B     

 ខ.-សិសស ុរសចំននួ 4  ក់បៅកាុងអបនាវាសិកោា ន 

   
4 1

|
12 3

P B A     
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    -កំណតត់្ ូបា ននត្ពតឹាិការណ៍ A B   

   
     

1 2 2
|

3 5 15
P A B P B A P A        

3.កាុងដលបងប ៀរ 32 សនលឹកបគែកយកសនលឹកប ៀមួយសនលឹកបោយនចែនយ។  

   បគកណំតត់្ពតឹាិការណ៍ : 

 A : “ សនលឹកប ៀរដែលែកយកបានជារូ ប ោះែូង ”  
 B : “ សនលឹកប ៀរដែលែកយកបានជាអាត ់” 
 C : “ សនលឹកប ៀរដែលែកយកបានជាសនលឹកអាត ់និង ត្កហម ” 

រកត្ ូបា ននត្ពតឹាិការណ៍ , ,A B C  ។ 

 ចបមលើយ   32n S      

 រកត្ ូបា   
 8,1 8 1

32 32 4

C
P A      

 រកត្ ូបា   
 4,1 4 1

32 32 8

C
P B      

 រកត្ ូបា   P C   

សនលឹកប ៀត្កហមម្គន 16 សនលឹកែបូចាោះត្ ូបា បែើមបបីានសនលឹកប ៀត្កហមគឺ 
 16,1 1

32 2

C
   

 
1 1 1

8 2 16
P C      

4.បៅកាុងធុងមួយបគម្គន ៊ែលូ 12 ដែលបគសរបសរបលខពី 1 ែល ់12។ បគចា យ់ក ៊ែលូ 3  

   បចញពីធុងត្ពមគ្នា បោយនចែនយ។ រកត្ បូា ននត្ពឹតាកិារណ៍ខាងបត្កាម : 

 A  : “ បគចា ប់ាន ៊ែលូទាងំ ីម្គនបលខសុទធដតដចកោចន់ឹង 3 ” 
 B  : “ បគចា ប់ាន ៊ែលូដតមយួគតម់្គនបលខដចកោចន់ឹង 3 ” 
 C  : “ បគចា ប់ាន ៊ែលូម្គនបលខតាមលំោ ប់កើនជាសវុ ីតនពវនាដែលម្គន្លសងរួម 3d    ” 

 D  : “ បគចា ប់ាន ៊ែលូម្គនបលខតាមលំោ  ់បងកើតបានសវុ ីតធរណីម្គត្តម្គន្លបធៀ រួម 1

2
q    ” 

ចបមលើយ: បយើងបានសណំុំបលខបលើ ៊ែូល  1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12  សំណំុននដ្ាកដែលម្គន ី ៊ែលូ 

S  ម្គន    
 
12! 12! 12 11 10

12,3 220
3! 12 3 ! 3!9! 6

n S C
 

    


  

 ពហុគណុនន 3 គឺ  3,6,9,12  បែើមបអីាចបានត្ពឹតាិការណ៍ A បយើងយក ៊ែូល កីាុងចំបណ្តម ៊ែូល3,6,9,12   
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ែូបចាោះ  
 

 

4,3 4 1

12,3 220 55

C
P A

C
     

 រកត្ ូបា   P B  គឺបយើងយក ៊ែូលមួយកាុងចំបណ្តម ៊ែូលដែលម្គនបលខ3,6,9,12  និងយកពីរបទៀតកាុង
ចំបណ្តម 8 ប្សងបទៀត។ 

 
   

 

4,1 8,2 112 28

12,3 220 55

C C
P B

C


     

 រកត្ ូបា  P C   
បគបរៀ ជាសវុ ីតដែលម្គន្លសងរមួ 3d    
           1,4,7 , 2,5,8 , 3,6,9 , 4,7,10 , 5,8,11 , 6,9,12   

ែូបចាោះ  
6 3

220 110
P C     

 រកត្ ូបា  P D   

, ,a b c  ជាចំនួនតាមលំោ ន់នសវុ ីតធរណីម្គត្ត ដែលម្គន្លបធៀ រមួ 1

2
q   ។ 

បគបាន 1 1 1
,c

2 2 4
b a b a     

, ,a b c  ជាចំនួនគតធ់មមជាតិ ដែល a  ត្តូវដតជាពហគុុណនន 4  
ែូបចាោះ a  អាចយកតនមល4,8  ឬ 12  ។ 
បយើងបានសវុ ីត ីគ:ឺ      4,2,1 , 8,4,2 , 12,6,3   

វបិាក:  
3

220
P D   ។ 
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ផ្លគណុនៃែី វិុចទ ័កនុខលំហ ៃ៊ិខ អៃេុតាៃ ៍
 

I.មមម ៀៃសមខេប 
 ប ើ  𝑢⃗ = 𝑢1 𝑖 + 𝑢2 𝑗 + 𝑢3 𝑘⃗   និង 𝑣 = 𝑣1 𝑖 + 𝑣2 𝑗 + 𝑣3 𝑘⃗   ជាវុចិទរ័កាុងលហំ។ ្លគុណននវុចិទរ័ 𝑢⃗  

និង  𝑣  គឺជាវុចិទរ័កំណតប់ោយ 

 𝑢⃗ × 𝑣 = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2) 𝑖 − (𝑢1𝑣3 − 𝑢3𝑣1) 𝑗 + (𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) 𝑘⃗  ។ 
 ប ើ 𝑢⃗  , 𝑣  និង 𝑤⃗⃗  ជាវុចិទរ័បៅកាុងលហំ និង 𝒄 ជាចំនួនពិត ប ោះបគបាន : 

ក. 𝑢⃗ × 𝑣 = −(𝑣 × 𝑢⃗ )                                      ខ. 𝑢⃗ × (𝑣 + 𝑤⃗⃗ ) = (𝑢⃗ × 𝑣 ) + (𝑢⃗ × 𝑤⃗⃗ ) 
គ. 𝑐(𝑢⃗ × 𝑣 ) = (𝑐 𝑢⃗ ) × 𝑣 = 𝑢⃗ × (𝑐 𝑣 )         ឃ. 𝑢⃗ × 0⃗ = 0⃗ × 𝑢⃗ = 0⃗   

ង. 𝑢⃗ × 𝑢⃗ = 0⃗              ច. 𝑢⃗ ∙ (𝑣 × 𝑤⃗⃗ ) = (𝑢⃗ × 𝑣 ) ∙ 𝑤⃗⃗   ។ 
 ប ើ 𝑢⃗  និង 𝑣  ជាវុចិទរ័មិនសូនយបៅកាុងលំហ នងិតាង 𝜃 ជាមុំរវាង 𝑢⃗  និង 𝑣  ប ោះបគបាន : 

ក. 𝑢⃗ × 𝑣  អរតូកណូ្តលប់ៅនងឹ 𝑢⃗  ្ង នងិ 𝑣  ្ង។ 
ខ. |𝑢⃗ × 𝑣 | = |𝑢⃗ | ∙ |𝑣 | ∙ sin𝜃 
គ. ប ើ 𝑢⃗ × 𝑣 = 0⃗  ប ោះ 𝑢⃗  និង 𝑣  ជាវុទិរ័កូលីបនដអ៊ែនឹងគ្នា  ។ 
 .|𝑢⃗ × 𝑣 | =ន្ទត្កឡារ ស់ត្ បល ូត្កាមដែលសងប់លើវុចិទរ័ 𝑢⃗  និង 𝑣  ។ 
ង. 1

2
|𝑢⃗ × 𝑣 | =ន្ទត្កឡារ ស់ត្តីបកាណដែលសងប់លើវុចិទរ័ 𝑢⃗  និង 𝑣  ។ 

 បគម្គនវុចិទរ័ 𝑢⃗ , 𝑣  និង 𝑤⃗⃗  បៅកាុងលំហ ។ ្លគុណចត្មុោះនន 𝑢⃗ , 𝑣  និង 𝑤⃗⃗  តាមលំោ គ់ជឺាចំនួនពិតដែល
កំណតប់ោយ 𝑢⃗ ∙ (𝑣 × 𝑤⃗⃗ ) ។ 

 ប ើបគម្គនវុចិទរ័ 𝑢⃗ = 𝑢1𝑖 + 𝑢2𝑗 + 𝑢3𝑘⃗  , 𝑣 = 𝑣1𝑖 + 𝑣2𝑗 + 𝑣3𝑘⃗   

និង 𝑤⃗⃗ = 𝑤1𝑖 + 𝑤2𝑗 + 𝑤3𝑘⃗  ប ោះ 𝑢⃗ ∙ (𝑣 × 𝑤⃗⃗ ) = |

𝑢1 
𝑣1

𝑤1

  

𝑢2 
𝑣2 
𝑤2

𝑢3

𝑣3

 𝑤3

|។ 

 𝑉 ជាម្គឌរ ស់ត្ បលពដី  តដែលសងប់លើវុចិទរ័ 𝑢⃗ , 𝑣  និង 𝑤⃗⃗  គឺ  
𝑉 = |𝑢⃗ ∙ (𝑣 × 𝑤⃗⃗ )| និង 𝑤 ជាម្គឌរ ស់បតត្តាដអ៊ែតគឺ : 𝑤 =

|𝑢⃗⃗ ∙(𝑣⃗ ×𝑤⃗⃗ )|

6
 

បាននយ័ថា យកម្គឌរ ស់ត្ បលពីដ  តដចកនឹង 6 ។ 
 សមីការបា រា  ដមតនន  ទ ត ់𝐿 កាតត់ាមចណុំច 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) បហើយស្រស នងឹវុចិទរ័ 

𝑣 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) គឺ 𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡  , 𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡  , 𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡  

ឬ  {
𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡

   (𝑡 ∈ ℝ) 

 សមីការឆលុោះនន  ទ ត ់𝐿 គ ឺ: 𝒙−𝒙𝟎

𝒂
=

𝒚−𝒚𝟎

𝒃
=

𝒛−𝒛𝟎

𝒄
 ។ 

 សមីការសាងោ់នន លងដ់ែលកាតតាមចំណុច 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) និងម្គនវុចិទរ័ណរម្គ ល ់
𝑛⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) គឺ 𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0 ។ 

 សមីការទូបៅនន លងគ់ ឺ: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 (ដែល 𝑑 = −(𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0) )។ 
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 មុំរវាង លងព់ីរគឺ :  cos 𝜃 = |𝑛⃗ 1.𝑛⃗ 2|

|𝑛⃗ 1||𝑛⃗ 2|
 ដែល 𝑛⃗ 1  និង  𝑛⃗ 2 ជាវុចិទរ័ណរម្គ លន់ន លង ់។ 

 ចម្គា យរវាងចណុំច  1 1 1, ,P x y z  និង  2 2 2, ,Q x y z បៅកាុងលំហគឺ  

     
2 2 2

2 1 2 1 2 1d x x y y z z       ។ 

 សមីការសាងោ់ននដស៊ែវ្ ចិត  0 0 0, ,C x y z កា ំ r គឺ      
2 2 2 2

0 0 0x x y y z z r       
 សមីការទូបៅននដស៊ែវ : 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 02 2 2 0,x y z x x y y z z k k x y z r            
 ចម្គា យពចីំណុច Q  បៅ លង ់ ដែលចណុំច Q  មិនបៅកាុង លង ់  កំណតប់ោយ 

𝐷 = |𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗∙𝑛⃗ |

|𝑛⃗ |
  ឬ 𝐷 = |𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐𝑧0+𝑑|

√𝑎2+𝑏2+𝑐2
 ដែល P ជាចំណុចបៅកាុង លង ់និង 𝑛⃗  ជាវុចិទរ័ 

ណរម្គ លន់ន លង ់។ 

 ចម្គា យពចីំណុច Q  បៅ  ទ ត ់ L  កាុងលំហកណំតប់ោយ 𝐷 = |𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗×𝑢⃗⃗ |

|𝑢⃗⃗ |
 ដែល 𝑢⃗  ជា 

វុចិទរ័ត្បា ទ់ិសនន  ទ ត ់𝐿 និង 𝑃 ជាចំណុចបៅបលើ  ទ ត ់𝐿 ។ 

II.លំហាតគ់ំ  ូ
   កណំតស់ម្គា ល ់: អាកសិកាត្តូវខំត្ ឹងបោោះស្រាយលហំាតប់ោយខលួនឯង ចំដណកចបមលើយសត្ម្គ ដ់តប្ទៀងផ្ទទ ត ់។ 

1.បគបអាយវុចិទរ័ 𝑢⃗ = −𝑖 + 𝑗 + 2𝑘⃗   ;   𝑣 = 2𝑖 + 2𝑗 − 3𝑘⃗   ។ រកវុចិទរ័ 

 ក. 𝑢⃗ × 𝑣          ខ. 𝑣 × 𝑢⃗          គ. 𝑢⃗ × 𝑢⃗   

 ចបមលើយ 

 ក. 𝑢⃗ × 𝑣 = |
𝑖 

−1
2

   
𝑗 
1
2

  
𝑘⃗ 

2
−3

| = |
1
2
 
2

−3
| 𝑖 − |

−1
2

 
2

−3
| 𝑗 + |

−1
2

   
1
2
| 𝑘⃗   

     = (−3 − 4)𝑖 − (3 − 4)𝑗 + (−2 − 2)𝑘⃗ = −7𝑖 + 𝑗 − 4𝑘⃗   

 ខ.𝑣 × 𝑢⃗ = |
𝑖 
2

−1

   
𝑗 
2
1

  
𝑘⃗ 

−3
2

| = |
2
1
  
−3
2

 | 𝑖 − |
2

−1
  
−3
2

 | 𝑗 + |
2

−1
  
2
1
 | 𝑘⃗   

     = (4 + 3)𝑖 − (4 − 3)𝑗 + (2 + 2)𝑘⃗ = 7𝑖 − 𝑗 + 4𝑘⃗  

 គ. 𝑢⃗ × 𝑢⃗ = |
𝑖 

−1
−1

  
𝑗 
1
1

   
𝑘⃗ 

2
2

| = |
1
1
   
2
2
| 𝑖 − |

−1
−1

   
2
2
| 𝑗 + |

−1
−1

  
 1
 1

| 𝑘⃗  

               = (2 − 2)𝑖 − (−2 + 2)𝑗 + (−1 + 1)𝑘⃗ = 0⃗  
 2.រកវុចិទរ័ឯកតាដែលអរតកូូណ្តលប់ៅនងឹវុចិទរ័ 𝑢⃗ = 𝑖 − 𝑗 + 2𝑘⃗      ,    𝑣 = 2𝑖 + 𝑗 − 𝑘⃗   

    ចបមលើយ : ្លគុណវុចិទរ័ 𝑢⃗ × 𝑣  អរតកូូណ្តលប់ៅនងឹវុចិទរ័ 𝑢⃗  និង 𝑣  គឺ  
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    𝑢⃗ × 𝑢⃗ = |
𝑖 
1
2

  
𝑗 

−1
1

   
𝑘⃗ 

2
−1

| = (1 − 2)𝑖 − (−1 − 4)𝑗 + (1 + 2)𝑘⃗ = −𝑖 + 5𝑗 + 3𝑘⃗   

    បោយ |𝑢⃗ × 𝑣 | = √(−1)2 + 52 + 32 = √1 + 25 + 9 = √35  

    ប ោះបយើងបានវុចិទរ័ឯកតាដែលអរតូកណូ្តលប់ៅនងឹវុចិទរ័  𝑢⃗   និង 𝑣  គឺ  

    𝑢⃗⃗ ×𝑣⃗ 

|𝑢⃗⃗ ×𝑣⃗ |
 = − 1

√35
𝑖 +

5

√35
𝑗 +

3

√35
𝑘⃗  

   វុចិទរ័បនោះជាវុចិទរ័ឯកតាពីបត្ ោះ | 𝑢⃗⃗ ×𝑣⃗ 

|𝑢⃗⃗ ×𝑣⃗ |
| = √

1

35
+

25

35
+

9

35
= 1 

3.បគម្គនចណុំច 𝐴(−1,2,3) ;   𝐵(1, −6,−1)  ;   𝐶(2,2,2) បៅកាុងលំហត្ ោ ប់ោយ 

   តត្មយុយអរតូណរម្គ ល(់0, 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ )  ។ គណ ្លគណុវុចិទរ័ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ។ 

   ចបមលើយ 

   បយើងបាន 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑖 − 8𝑗 − 4𝑘⃗   

     𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝑖 − 𝑘⃗  

     𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 
2
3

  
𝑗 

−8
0

  
𝑘⃗ 

−4
−1

| = 8𝑖 − (−2 + 12)𝑗 + 24𝑘⃗ = 8𝑖 − 10𝑗 + 24𝑘⃗  

4.បៅកាុងលហំត្ ោ ប់ោយតំរយុអរតូណរម្គ ល ់(0, 𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗ ) បគម្គនចណុំច  

   𝐴(1,3,4)  ;   𝐵(2,5,6) ;   𝐶(3,4,3)  ;   𝐷(2,2,1) ។  

    ង្ហា ញថាចតុបកាណ 𝐴𝐵𝐶𝐷 ជាត្ បល ូត្កាម រួចរកន្ទត្កឡាននត្ បល ូត្កាមបនោះ ។ 

   ចបមលើយ : ត្ជ្ុងឈមននចតុបកាណបនោះម្គនវុចិទរ័ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ និង 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 𝐴(1,3,4)  ;   𝐵(2,5,6)  វុចិទរ័ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘⃗  

           𝐶(3,4,3)  ;   𝐷(2,2,1)  វុចិទរ័ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘⃗   

 បយើងបាន 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 ែូបចាោះ ចតបុកាណ 𝐴𝐵𝐶𝐷 ជាត្ បល ូត្កាមដែលម្គន 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ និង 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ត្ជ្ុងជា  ់។ 

 𝐴(1,3,4) ;   𝐷(2,2,1) វុចិទរ័ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑖 − 𝑗 − 3𝑘⃗   

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 
1
1

  
𝑗 
2

−1

  
𝑘⃗ 

2
−3

| = (−6 + 2)𝑖 − (−3 − 2)𝑗 + (−1 − 2)𝑘⃗      
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     = −4𝑖 + 5𝑗 − 3𝑘⃗    
 បយើងបានត្កឡាន្ទត្ បល តូ្កាមគឺ 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = √(−4)2 + 52 + (−3)2  
                  = √16 + 25 + 9 = √50 = 5√2  ឯកតាន្ទត្កឡា 

5.គណ ម្គឌត្ បលពីដ  តដែលម្គនវុចិទរ័ 𝒖⃗⃗  , 𝒗⃗⃗  និង 𝒘⃗⃗⃗  ជាវមិ្គត្ត : 

   𝑢⃗ = 𝑖 + 3𝑗 + 𝑘⃗   , 𝑣 = 5𝑗 + 5𝑘⃗   , 𝑤⃗⃗ = 4𝑖 + 4𝑘⃗   
   ចបមលើយ : បយើងែឹងថាម្គឌរ សត់្ បលពីដ  ត 𝑉 = |𝑢⃗ ∙ (𝑣 × 𝑤⃗⃗ )| 

    𝑢⃗ ∙ (𝑣 × 𝑤⃗⃗ ) = |
1
0
4
  
3
5
0
  
1
5
4
| = 1 |

5 5
0 4

| − 3 |
0 5
4 4

| + 1 |
0 5
4 0

| 

                      = 1(20) − 3(−20) + 1(−20) = 20 + 60 − 20 = 60  
   ែូបចាោះ 𝑉 = 60   ឯកតាម្គឌ 

6.រកសមីការបា រា  ដមតនន  ទ ត ់កាតត់ាមចំណុច 𝐴(0,0,0) បហើយស្រស នឹងវុចិទរ័ 

   𝑢⃗ = 𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘⃗  រួចរកសមកីារឆលុោះនន  ទ តប់នោះ ។ 

   ចបមលើយ : បយើងបាន 𝑥0 = 0  ;    𝑦0 = 0  ;   𝑧0 = 0  

    𝑢⃗ = 𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘⃗ = (1,2,3) = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ឬ 𝑎 = 1 ; 𝑏 = 2 ; 𝑐 = 3   

    ែូបចាោះ សមកីារបា រា  ដមតនន  ទ តប់នោះគ ឺ 

   
0

0

0

0

0 2 2

0 3 3

x x at t t

y y bt t t

z z ct t t

    


    
     

    ឬ   , t  

 

 

   សមកីារឆលុោះនន  ទ តប់នោះគឺ  
1 2 3

x y z
   ។ 

7.រកសមីការ លងដ់ែលកាតត់ាមចណុំចខាងបត្កាម : 

   (1,2,3)A  ;  (3,2,1)B  និង ( 1, 2,2)C    

   ចបមលើយ:  បែើមបីរកសមីការ លងប់គត្តូវរកវុចិទរ័ណរម្គ ល ់𝑛⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ។  

   វុចិទរ័ណរម្គ ល ់ 𝑛⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ជា្លគុណនន វុចិទរ័  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ និង 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ដែល : 

   (1,2,3)A  ;  (3,2,1)B  បយើងបាន 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3 − 1,2 − 2,1 − 3) = (2,0,−2)  

2

3

x t

y t

z t





 
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   (1,2,3)A  ; ( 1, 2,2)C    បយើងបាន 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1 − 1,−2 − 2,2 − 3) = (−2,−4,−1)  

    𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 
2

−2

  
𝑗 
0

−4

  
𝑘⃗ 

−2
−1

| = −8𝑖 − (−2 − 4)𝑗 + (−8)𝑘⃗ = −8𝑖 + 6𝑗 − 8𝑘⃗   

    𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0⃗   ម្គន លងដ់តមួយគតក់ាតត់ាមចំណុច 𝐴 , 𝐵 , 𝐶  ដែលវុចិទរ័ណរម្គ ល ់

    𝑛⃗ = (−8,6,−8) ។ 

   ែូបចាោះ សមីការ លងក់ាតត់ាមចណុំច  𝐴(1,2,3)  

   គ ឺ 𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0  

        −8(𝑥 − 1) + 6(𝑦 − 2) − 8(𝑧 − 3) = 0  
        ឬ −8𝑥 + 8 + 6𝑦 − 12 − 8𝑧 + 24 = 0  

        ឬ −8𝑥 + 6𝑦 − 8𝑧 + 20 = 0 . 


